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1. INTRODUCCION

El emplec de técnicas .computacionales, conjuntamente con métodos numéricos,
es cada véz més frecuente en la solucién de problemas en  ingenieria. La
facilidad de. disponer de computadoras personales, con cada vez mayor
capacidad a menores precios, ha hecho que estos instrumentos dejen de ser
una opcién aplicable solamente a casos eépeciales, para convertirse en una

herramienta de uso casi cotidiano.

En este momento, ¥ cada vez mas en el futuro, los ingenieros deberan
ser capaces de incorporar a su practica profesional el uso de técnicas

computacionales. No obstante, su empleo Optimo no requiere solamente del

conocimiento de lenguajes de computacién, sino también de técnicas
especiales, que facilitardn el plantear soluciones de una manera mas
inteligente, haciendo uso de procedimientos légicos y matemadticos

(algoritmos) més adecuados.

La mayor parte de los fenémenos que estudia la ingenieria, y en particular la
hidraulica, se representan por medio de modelos matematicos, esto es por
ecuaciones: algebraicas, diferenciales ordinarias ¢ parciales, sistemas de

ecuaciones, etc.

En numerosas ocasiones, estas ecuaciones son de dificil solucién con métodos
analiticos, o bien éstas no se conocen. En condiciones asi, se pueden emplear

métodos numéricos de anilisis.

Las presentes notas han sido elaboradas como una introduccién a los métodos
numéricos aplicados a la ingenieria hidraulica, se ha intentado  establecer

un equilibrio entre la presentacién de los métodos y sus aplicaciones.

Una vez mostrados los fundamentos de cada método numérico, se hace
énfasis en su aplicacién a ingenieria hidréaulica; con la intencién de que el
lector sea capaz, en problemas de su practica profesional cotidiana, de

lograr aplicaciones semejantes. Para el lector interesado en profundizar en



algdn método especifico, al final de las notas se incluye bibliografia.

Dada su naturaleza didactica, los algoritmos mostrados se han simplificado,
de manera que puedan comprenderse con mayor facilidad, aunque necesariamente
se sacrifica generalidad. Se incluyen algunos programas que también han sido
disefiados para una sencilla comprensién y que por lo tanto, en su mayoria, no
son de uso general, sino especificos para ilustrar la aplicaciéi:n de algin

método o algoritmo.

Dentro del amplio campo de los métodos numéricos, se han tocado solamente los
de mayor importancia. En el capitulo 2 se discute el problema de la solucién
numérica de ecuaciones algebraicas en una variable. En el capitulo 3 se
presentan meétodos de solucidn de sistemas de ecuaciones lineales, El
capitulo 4 se dedica a la solucién numérica de ecuaciones diferenciales
ordinarias. En el capitulo 5 se presentan los métodos de diferencias
finitas, de las caracteristicas y una introduccién al del elemento finito,

todos ellos para la solucién de ecuaciones diferenciales parciales.



2. SOLUCION DE ECUACIONES ALGEBRAICAS EN UNA VARIABLE
2.1, Introduceién

En hidraulica ocurre en ocasiones que, despues del desarrollo algebraico de
un problema, se obtiene una ecuacion en la gue la variable dependiente neo se

puede despejar.

Ejemplo 2.1

Se desea calcular el tirante en un escalén en un canal, por medic de Ia
aplicacién de la ecuacién de la  energia especifica. Se tiene un flujo como
el que se indica en la figura 2.], del que se conoce el gasto {(Q=.5 m /s} ¥
el tirante en la seccidn 1 (y = 0.15 m), aguas arriba del escalén, y se
desea conocer el correspondiente tirante sobre el escaltn, en la seccién 2.
La altura del escalén es de .05 m y €! ancho del canal, de seccidn

rectangular, de 1.5 m.

Aplicando el principic de conservacitn de la energia entre ambas secciones,

se obtiene:
E =E + Az (2.1)
1 2

donde E1 ¥y }32 son las energias especificas en la secciones 1 y 2, y Az es la

altura del escalon,

La energia especifica se define como

E=y+—/ (2.2)

Apiicando el  principio de continuidad, y definiendo €l gasto unitario

como



Q
q="5 (2.3}

donde b es el ancho del canal, la energia especifica para un canal de seccidn

rectangular se puede expresar de la siguiente manera

2
q

E=y« (2.4)

2
2gy

Con esta ecuacitn, conocido el tirante en cualquier seccién, se calcular la

correspondiente energia especifica.’

Escribiendo la ecuacién 2.4 en lugar de E2 en la ecuacion 2.1, se obtiene

+ Az (2.5)

Haciendo operaciones y agrupando se obtiene finalmente

2
q

3 2t
y, * (Az ~ E1] y, + 28 = 0 (2.6)
La solucién de la ecuacién anterior proporciona el tirante v, buscado. Se

conocen Az ¥ q, ¥ Else puede calcular, dado y, » por medio de la ecuacién
2.4, '

% @

Y= 7
¥ =-0.i%m \*
Q o '

Figura 2.1. Flujo sobre un escalén en un canal.

k_
=2
]




En casos como éste, el método mas evidente, pero que tambien puede resuitar
ineficiente, consiste en asignar valores a la variable mediante tanteos,

hasta que se satisfaga la igualdad a cero en la ecuacion

Por otra parte, el problema de resolver una ecuacion en una sola variable,
cuando ésta es implicita, ha sido atacado desde hace mucho tiempo, y existen

diversos métodos numéricos de solucion.

El problema puede plantearse sencillamente, en su forma general, de la

siguiente manera. Dada wna funcién de la forma
flx)=0 (2.7

encontrar los valores X, Xz' x3, .X que la satisfacen
n
Estos valores se denominan raices de la ecuacion, y en la figura 2.2 se

muestra una interpretacién geométrica.

Fl namero de raices (multiplicidad) que posee una ecuacion depende de la
propia ecuacion, pudiendo incluso ser infinmito, tal es el caso de funciones

peridédicas como f{x) = sen x = 0, que tiene por raices x = 0, II, 20, 3I,...

A continucién se procede a presentar algunos de los métodos mas usuales para
la sclucion de este problema.

2.2. Método de biseccién

Considérese el problema de encontrar una raiz de una ecuaciéon con la forma

mostrada en la figura Z.3.a.

Supbngase que se eligen dos valores de x; denominados “ao“ y "bo", a ambos
ladozs de la raiz , es decir, que f‘(ao) f[b0)< 0, v se toma el promedio de
eillos P = (a +b )2,

1 o 0



En general, el promedio estard mdas cercano a la raiz que a, ¥ que bo' aunque
casi nunca serd, de primer intento, su valor exacto. Estando P1 mas cerca
de la raiz, puede sustituir a cualquiera de los valores de a, o bo’ y de esta

manera cerrar aun mas el intervalo en el que se encuentra la solucidn.

En la figura 2.3.a, si f‘fPl) > 0, entonces "b" serd sustituida por "Pl";
vy sif (Pl) { 0 entonces "a" serd sustituida por "Pl“. El nuevo imtervalo se
muestra en la figura 2.3.b. En general, si Pk = (ak_1 + bk_lJ/Z, el
intervalo sera:

(P,b ) si f(P)fa_)>0

{a,bl=
k' k
(a ,P) si f(P)f(a )<O
k Kk x-1

El siguiente promedio, Pk, de! nuevo intervalo, se acerca mucho més a la

raiz, como puede observarse.

A fix}

Figura 2.2. Ralces Xy X, X0 X, de una funcién f(x)



Si se efectian los pasos anteriores repetidamente, los valores de los
promedios P se acercaran paulatinamente a la raiz y, con un cierto namero de
iteraciones, se encontrard un valor suficientemente cercano al exacto. En
la préactica’ no se pueden obtener valores de f(x) exactamente iguales a
cero, por lo que se acostumbra aceptar como solucién un valor de la
funcién con una cierta tolerancia. Es decir, que se acepta que la raiz

ocurre cuando:
If(x3| < T
donde T es un numero pequefio, por ejemplo 0.0000].
El procedimiento descrito se puede organizar de manera sencilla como se
muestra a continuacién.
ALGORITMO DEL METODO DE BISECCION.

1. Proponga dos valores de x, que se denominarédn a y b, tales que

fla}(b) < 0. Defina una tolerancia T.
2. Calcule el promedio P = (a+b)/2
3. Si |f(P)] < T entonces vaya al paso 5, en caso contrario continge.
4, Si f(a)f(P) > O haga a = P
Si f{a)f(P} < O haga b = P
Regrese al paso 2.
5. La raiz buscada es P. EI proceso termina.
Una vez planteadc el algoritmo, es relativamente sencillo escribir un

programa para computadora. El propio algoritmo es casi un diagrama de

bloques.



En la figura 2.4 se presenta un diagrama de flujd para el método de
biseccién. En éste, en lugar de escribir en cada linea donde se requiere la
funcién f{x), se utilizc} la posibilidad que tiene el usuaric de definir una
funcién. El' empleo de la instruccién DEF FNF, para un programa escrito en
lenguaje Basic, permite ademas una mayor flexibilidad en el uso del
programa, dado que bastard cambiar la funcién en esta linea para que se pueda

resolver un problema diferente.

En la figura 2.5 se presenta el listado del programa para el método de

biseccién, escrito en Basic, con comentarios suficientes para su uso.

ptix)

o
=]

A fix}

{b)

v

Figura 2.3. Representacién grafica de una iteracion del método de biseccion



/

LEE DATOS A,B.T

DEFINE FUNCICON
DEF FNF (X}-

k2

P = {(A+8)r2

5) JP = RALZ FIN

FNF(PY|<T

T NO |

FNFIAIFNFIP3(Q

Figura 2.4. Diagrama de flujo para el método de biseccién

3
Para el caso del ejemplo 2.1, se tienen los siguientes datos: Q = 0.5 m'/s

b=15m y= 015m Az =010m

Con estos datos, el gasto unitario vale
q=Q/b=05/15=0.3333 m/s



¥. por la ecuacién 2.4, la energia especifica en la seccion 1 es

0.3337
E =015+ —— = 0.402
1 19.62(.15)

sustituyendo estos valores en la ecwacién 2.5, y haciendo operaciones se

obtiene finalmente:

a 2

y, - -352 y, + .00566 = 0O (2.6}
una de cuyas soluciones es el tirante buscado.

Para ilustrar el funcionamiento del método de Dbiseccidn, se procedera a

operar el algoritmo inicialmente sin auxilio del programa.

En primer término, es necesario establecer un intervalc dentro del cual se

encuentre la solucién.

El tirante en la seccién 1, aguas arriba del escalén, es supercritico, per lo

que el tirante sobre el escalén lo serd también,

El tirante critico, siendo el canal de seccién rectangular, es

= = (0.229 m
Y g

Entonces, el tirante buscado estara en el intervalo
0.15 £ y, < 0,224
por lo que se puede escoger a = 0.16, b = 0.224.

En la tabla 2.1 se resumen los cdaleulos efectuados con el método de

10



biseccién. Si se considera aceptable us@ tolerancia de 0.0001, con el tercer

calculo se obtendria la solucién: y = 0.184.
ITER;.ACION a bk P, fi pk}
1 0.16 0.224 0.192 -.0002382
2 0.16 0.192 0.176 0.0002082
3 0.176 0.192 0.184 -.0000278

Tabla 2.1. Ejemplo del método de biseccién.

Utilizando el programa se sigue la secuencia:

1. Antes de ejecutar el programa se escribe en la linea 140 ia funcién f(x),

a la que se busca raiz en el intervalo a, b.

2. El programa pide datos al usuario:
INTRODUZCA INTERVALO DE BUSQUEDA

VALOR MINIMO DE BUSQUEDA? C.16
VALOR MAXIMO DE BUSQUEDA? 0.224
TOLERANCIA 7 0.0001

3. Se inicia el proceso de calculo e, instantes después, el programa informa

del resultado. En este caso
*** SF ENCONTRO SOLUCION ***

LA RAIZ ES:
X =0.184

ECTE NI 00 06 0 3 03 300

Como en el método de biseccién, si se cumple la restriccion de que f(a) y
f(b) sean de signos contrarios, el método es siempre convergente, es decir

que se aproxima siempre a la solucién,

Un método de bisqueda de raices no converge cuando se aleja, o no se

aproxima a la selucién conforme aumenta el nimero de iteraciones.

11



La convergencia es una caracteristidl importante del método de biseccién, sin
embargo, es comparativamente lento; es decir, que se obtiene la solucién con
un numero mayor de 1teraciones que con los métodos de orden superior, como

se vera despues

5 CLS

10 REM *PROGRAMA PARA SOLUCION DE ECUACIONES ALGEBRAICAS*
20 REM = ——-e-- METODO DE BISECCION —-—==--

30 REM

40 CLEAR:PRINT "----METODO DE BISECCION-=--V

50 PRINT "ECUACION A RESOLVER SE ANOTA EN LA LINEA 140"
60 REM
70 REM SE PIDEN DATOS --

80 REM

90 PRINT "VALOR MINIMC DE BUSQUEDA"; : INPUT A
100 PRINT "VALOR MAXIMO DE BUSQUEDA'"; : INFUT B
110 PRINT "TOLERANCIA "; : INPUT T

120 REM

130 REM ---- SE DEFINE ECUACION A RESOLVER

140 DEF FNF(X)=X"3-.352%X"2+.00566

150 REM

160 REM SE INICIA CALCULO

170 P=(A+B)/2

180 IF ABS(FNF(P))<T THEN GOTO 230
190 S=FNF (A) *FNF (P)

200 IF S>0 THEN A=P ELSE B=P

210 GOTO 170

220 REM IMPRESION DE RESULTADO
230 CLS:DPRINT "LA RAIZ ES: ";P

240 END

Figura 2 5, Listado del programa del metodo de biseccion

2.3. Método de falsa posicién

El métodec de falsa posicién, o de Regula Faisi, es similar al de biseccion,
aunque en lugar de utilizar un promedio aritmético de los limites det
intervalo de busqueda para evaluar la  siguiente aproximacién a la raig,
se emplea una relacién de tridngulos semejantes, con lo que se puede tomar

en cuenta la forma de la funcién.

12



Considérese que se desea calcular una rajz de una funcién comoc la que se
muestra en la figura 2.6, donde se han elegido dos valores de la variable, a,

y bk, tales que se cumple que f(ak] f(bk) < 0.

El puntoc en que la recta que une a f(ak) y f(bk) cruza el eje x, se denota

como ck, ¥ es una aproximacion a la raiz.

En la figura se pueden definir dos triangulos; el mayor con vértices en
f(ak), d vy f‘(bk); vy el menor con vértices en €0 bk y f(bk]. Estos

tridngulos son semejantes, de manera que se puede escribir la relacién:

f{bk) f[bk] —f(ak]
- o = v - a {2.7)
K k K K
y despejando el valor de s Se obtiene:
f(bk}(bk—ak}
c =b - {2.8)
k k f(bk]—f[ak)

Calculado ck, se sigue un procedimiento iterativo similar al del método de
biseccién, es decir, se cierra el intervalo de busqueda paulatinamente,

cuidande conservar la condicién de que f[ak) f(ka < 0.

Si f(ck} es negativa, entonces a se sustituye por c . €0 caso contrario es

bk la que adopta el valor de ¢ para continuar el proceso.
ALGORITMO DEL METODO DE FALSA POSICION.
1. Proponga dos vaiores de X, que se denominaran a y b, tales que

r(a)f(b) < 0.

Defina una tolerancia T.

13



2. Calcule f(a) y f(b)

calcule ¢ con la ecuacion 2.8.
4, Calcule fic)
S. Si |f(e}} < T vaya al paso 7
Si |f(c}| > T continte

6. Si flc)f(a) > O haga a = ¢

5i f{c)f(a) < 0 haga b = ¢

Regrese al paso 3

7. La raiz buscada es ¢

fiby_y)
tiby+1fta)

f(dg-ﬂ

~l
™~ -

by =0y

Figura 2.6. Representacion grafica del método de falsa posicion
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Para ilustrar la aplicacién de este método, se utilizard una vez mas el

ejemplo 2.1.

La ecuacién’ a resolver es la 2.6
yz - 0.352 yz + .00566 = O (2.6)

¥ los valores iniciales de cdlculo, como se obtuvo anteriormente, son
a=016 'y b=0.22

En la tabla 2.2 se resumen los cdalculos efectuados. Si se acepta una

tolerancia de 0.0001, en la segunda iteracién se habra encontrado la raiz

y = 0.1842
ITERACION a b c f(c)
1 0.16 0.224 0.1946  -.000229

2 0.16 0.1916 0.1842  -.0000325

Tabla 2.2. Ejemple del método de falsa posicién

El algoritmo de falsa posiciétn es también de sencilla programacién. En la
figura 2.7 se presenta un diagrama de flujo, ¥ en la 2.8 el corrrespondiente
listado. Como para el método de biseccitn se ha utilizado definicién de

funcién por el usuario. Una corrida tipica seria como sigue:

PROGRAMA METODO DE FALSA POSICION

0620006 0 00000000 00 0

FUNCION EN LINEA 130
INTERVALO DE BUSQUEDA

15



VALOR MINIMO DE BUSQUEDA ?
0.16

VALOR MAXIMO DE BUSQUEDA 7
0.224

TOLERANCIA ?

0.0001

Se realizan célculos:

06 06 06 06 06 6 30 06 0006 S A EE O O O

SE ENCONTRO RAIZ
X = 0.184188

00

El método de falsa posicidén, al igual que el de biseccién, es convergente
siempre que se cumpla la condicién de que ff{a) f{b)<0. Su velocidad de

convergencia es similar a la del método de biseccién.
2.4, Métedo de Newton-Raphson

Un método muy conocido de soluciéon de ecuaciones en una variable es el de
Newton-Raphson, en el que se utiliza la interpretacién geométrica de la

derivada de una funcion.

Considérese la funcién que se muestra en la figura 2.9.a; en la que se ha

propueste un valor X, para la raiz. En términos generales esta primera

k
eleccién no serd la solucidén, es decir que en X ia funcién tendrd un valor
f[xk) diferente de cero. En este punto {xk, f(ka]. la derivada, que
define la pendiente de la funcién, valdra f’{xkl, ¥ la recta tangente a la

funcién que pasa por este punto cruzara el eje X en el punto Xy

16



-
LEE DATOS:

A8, T

DEFINE FUNCION:
FNF( X}y =

Al =FNFA}
AZ:=FNFIBY

CALCULE ¢
ECUACION 2.8

FIN

Figura 2.7. Diagrama de flujo del método de falsa posicién

CI=FNFI{C)
| S| P
|c|]41’ CzRAIZ
NO
BzC - NO At*Ci1> 0
S|
A=C
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5 C
10
20
30
40
S0
60
70
80
90
100
110
120
130
140
150
160
170
180
190
200
210
220

LS
CLS:PRINT " PROGRAMA FALSA POSICION "
PRINT "k%xikkhhkkkkkhkkikidhrkkk" - RBEREP

PRINT "FUNCION EN LINEA 130 "
REM SE PIDEN DATOS

PRINT :PRINT "INTERVALO DE BUSQUEDA"

PRINT "VALOR MINIMO DE BUSQUEDA";:INPUT A
PRINT "VALOR MAXIMO DE BUSQUEDA ";:INPUT B
PRINT "TOLERANCIA";:INPUT T

CLS

REM

REM EN LA LINEA SIGUIENTE DEFINICION DE FUNCION *
DEF FNF (X)=X"3-.352%X"2+.00566

Al= FNF(A) :B1=FNF (B)

C=B- (B1* (B-A))/(B1-A1l)

C1=FNF (C)

IF ABS(C1)<T THEN GOTO 190

IF A1*C1>0 THEN A=C ELSE B=C

GOTO 130

CLS:PRINT kit kdhkhhhkhkkhhkhkhkhhhkhhhiit

PRINT "1.A SOLUCION ES : '":C
PRINT Whkhkkhhdhkhkhhhhhhkrrkhhkkxn

END

Figura 2.8. Programa del método de falsa posicién



l.os vértices X X7 f(xk) forman un tridngulo, y la tangente del &ngulo

a indicado en la figura vale
f(x )
k

tan @ = ———————— (2.9)
X - X%
k k+1l

y como tan a = f’[xk); se puede escribir

f{xk]
= f'{x ) {2.10)

X ¥

k k+1

Despejando a X, se obtiene

f(xk)

= i 2.11

ot~ X f’ (xk} (2.1

Si en la siguiente iteracién se sustituye el valor de X ., por el de X1

calculado, el valor de la funcién se aproximara més a cero, como se observa
en la figura 2.9.b, y con un ndimero suficiente de repeticiones de este

procedimiento se obtendra la solucién, dada’ una tolerancia.

El algoritmo del método de Newton-Raphson, puesto en forma de diagrama de

bloques, se muestra en la figura 2.10.

Debe observarse que en este método, s6lo se requiere un valor inicial para

comenzar el cdleulo.

Para ilustrar la aplicacién de este método, considérese el siguiente
problema, tipico en hidréaulica de canales.

Ejemplo 2.2.

Calcular el tirante normal de un canal trapecial; para un gasto de Q = 0.75
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ma/s, que tiene un ancho de plantilla b = 1.70 m, talud k = 2, pendiente

$ = 0.0001 y coeficiente de rugosidad n = 0.10.

f (x4
(a)
X
fix) 4
(b}
X

Figura 2.9, Esquematizacién de una iteracién del métedo de Newton—Raphson
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SOL.UCION:

De la ecuacién de Manning

(2.12)

donde R es el radio hidraulico y V la velocidad media del flujo.

De la ecuacion de continuidad

Q
V= A
¥ el radio hidréulico se define como
A
R = 5

donde A es el 4rea hidraulica y P el perimetro mojado.

seccién trapecial:

>
[/}

b+ ky) y

1:1+2y\/1+l(2

o
Il

Sustituyendc las ecuaciones 2.13 en la 2.12 y ordenando

5/3
A

Qn

1/2 2/3
s

0

P

es decir, que la funcién a resolver es

ty) = 273 o1/2 ©

(2.13.a)

(2.13.b)

Para un canal de

(2.14.a)

(2.14.b)

(2.15)

A



en la cual A ¥ P son funciones del tirante "y". Para la aplicacién del método

de Newton-Raphson se requiere obtener la derivada de la funcién, que en este

caso es
5/3 2 -5/3 dp -2/3 S z2/3 dA
P = A [—3-p -—c[;]w [5A 5;] (2.16)
vy ordenando
A% _sdA A dP
y) = ~——— } = == — = — — 17
o= = [ Rt (2.107)

Por otra parte, de las expresiones para el &rea hidraulica y perimetro mojado

para una seccidén transversal trapecial resultan

dpP

=2Vl K’ (2.18.a)
¥

dA
dy

b + 2Ky (2.18.)

Entonceg, en la aplicacién del métode se utilizard la egcuacidén recursiva

f(y)
v Yy T friy)

¥

donde f(y) se calcula con la ecuacién 2.15 y {'(y) con las ecuaciones 2.17 y

2.18.

En la figura 2.11 se presenta un programa en lenguaje Basic para el célculo

del tirante normal con el método de Newton-Raphson,

La secuencia de ejecucion del programa seria como se indica a continuacién.

PROGRAMA PARA EL CALCULO DEL TIRANTE NORMAL
METODO DE NEWTON-RAPHSON,

AT 0 S O 0 0 B 06 0 06 20606 206 2 00 0 e 2 06 2 306 006 0 0 06



GASTO (m 3/s) ?

0.75

ANCHO DE PLANTILLA (m) ?
1.70

TALUD ?

2

COEFICIENTE DE MANNING ?
0.10

PROPONGA UN TIRANTE (m) ?
0.45

PENDIENTE DEL CANAL ?
0.001

TOLERANCIA ?

0.000001

W R R

TIRANTE NORMAL (m)

y = 0.9513742

e et L L L L L L]

LEE DATOS
x,T

CALCULE fix}

CALCULE fix}

Hz fixist'ix)

x=x-H NO 4#7\ 1 I X = RAIZ

\/

Figura 2.10. Diagrama de flujo para el método de Newton-Raphson




5 CLS

10 CLS :PRINT "PROGRAMA CALCULO DEL TIRANTE NORMAL

20 PRINT :PRINT"METODO DE NEWTON RAPHSON

30 PRINT "***********************ﬁ***":PRINT

40 REM - ENTRADA DE DATOS -

50 PRINT "GASTO (M"3/8)";:INPUT Q

60 PRINT "ANCHO DE PLANTILLA (M)";:INPUT B

70 PRINT "TALUD ";:INPUT K

80 PRINT "COEFICIENTE DE MANNING";:INPUT N

90 PRINT "PROPONGA UN TIRANTE ";:INPUT YO

160 PRINT "PENDIENTE DEL CANAL";:INPUT S

110 PRINT "TOLERANCIA ";:INPUT T

120 REM -~ SE DEFINEN FUNCIONES A=AREA P= PERIMETRO

130 REM F= FUNCION A RESOLVER :D= DERIVADA -

140 DEF FNA (X)=(B+K*X}*X

150 DEF FNP (X}=B+2*X*SQR(1+K"2)

160 DEF FNF (Y)=(FNA{Y)"5/FNP(Y)"2)"(1/3)-Q*N/SQR(5}

170 DEF FND (Y)=(FNA(Y}/FNP(Y))"(2/3)*(5/3%(B+2*K*Y))
+2/3*(FNA(Y)/FNP(Y))*2*SQR{1+K"2)

180 REM SE INICIA EL ALGORITMO -

190 H= FNF(YO)/FND(YO)

200 IF ABS (HKT THEN GOTO 240

210 YO =YO-H

220 GOTO 190

230 REM -SE ENCONTRO RAIZ

240 CLS :BEEP :PRINT FEIE 2 O N e

250 PRINT "TIRANTE NORMAL (M}=",YO:PRINT"¥¥*sEReaaksssnsssnn

260 END

Figura 2.11. Programa para el calculo del tirante normal en un canal
trapecial con el método de Newton-Raphson.

El métode de Newton-Raphson es mucho més rapido que los de biseccién y falsa

posicién, sin embarge, no siempre es convergente.
2.5. Método de la secante

El método de la secante es una variante del método de Newton—Raphson, util en

casos e€n los que la derivada de la funcién a resolver es complicada.

En la figura 2.12 se presenta la grafica de una funcién f{x), a la que se

desea calcular la raiz. Se han elegide dos valores xk ¥ X a los que

K+l
corresponden valores de la funcién f {xk] y T (xkﬂl. Estos no tienen la
restriccién de que f [xk)f [xkﬂ] < 0, como para los métodos de biseccién y

falsa posicién.

24



Fl arco que une a f‘(xk) ¥ f‘(xk 1] corta al eje X en un valor X ,, ¥, como se
+
observa en la figura, se pueden formar dos triangulos semejantes con vértices

en X, o X f(xM] y f(xk), c, f[xkﬂ).

f( X. )- f(XH.I ,

] >
~ Xysz X4l Xk X
= !
Xy =Xpt
< >
Xy Xy42
Figura 2.12. Funcién para ejemplificar el método de la secante
Entonces se puede escribir la siguiente relacién
f(xk] - f(xk+1) f(xk]
e T Fxan % T Xke2
¥ depejando a :nck+2
f(xk+1)
vz~ Feer f[xk)-f{xk+1} {xk_xk+1) (2.20)

Si el valor de x no se aproxima suficientemente a la raiz, se sustituye
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X por X, ¥ X por x , y se calcula una nueva iteraciéon. Con este
k+1 k k+2 k+1

procedimiento x ,,S€ aproximara gradualmente a la solucién.
+

En la figuira 2.13 se presenta un diagrama de bloques del método de la

secante.
Ejemplo 2.3
Calcular el tirante critico en un canal de seccidén trapecial.

El tirante critico ocurre cuando el naimerc de Froude es igual a la unidad,

condiciébn gue puede escribirse como:

donde T es el ancho de la superficie libre, que para un canal de secciéon

trapecial estd determinada por la ecuacidn:
T ="0b + 2ky (2.22)

La ecuacién 2.21 se puede escribir en la siguiente forma:

o L
UQl»O

¥ sustituyendo las expresiones para A y T:

[b+ky)y]® @

b +2ky - £

f{y) = {2.23)

Esta ecuacién es la que debe resolverse para encontrar el tirante critico.

En la figura 2.14 se presenta un programa para la solucién de este problema.
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Utilizando los mismos dates que para el ejemplo  anterior, aplicando el

progama se obtendrian los siguientes resultados:

PROGRAMA CALCULO DE TIRANTE CRITICO
METODC DE LA SECANTE

B W3 NN

GASTO 7

0.75

ANCHO DE PLANTILLA 7
L7072

TALUD ?

2

PROPONGA DOS TIRANTES ?
0.20,0.40

TOLERANCIA ?

0.0001

FE 3 0 T

TIRANTE CRITICO
y = 0.2445

T NNk

Las caracteristicas del método de la secante son similares a las del método
de Newton-Raphson. No siempre es convergente, y su velocidad de convergencia

es ligeramente menor.
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Lee dofos

X',Xz,T

CALCULE fix,)

X

CALCULE f 1,

foopux,— %, )
| fixi-fixn
Xy X,— N
f{xu:ftx,l—l
Xas Xy NO |X5-XJC T
xl-x!

Figura 2.13. Diagrama de bloques del metodo de la secante

sl

X

RAIZ

FIN




5 CLS

10 CLS:PRINT "PROGRAMA CALCULO DEL TIRANTE CRITICO "
20 PRINT "METODO DE LA SECANTE ":PRINT "kkx&xik®

30 PRINT :PRINT "GASTO (M*3/S)";:INPUT Q

40 PRINT "ANCHO DE PLANTILLA";:INPUT B

50 PRINT "TALUD";:INPUT K

60 PRINT "PROPONGA DOS TIRANTES Y1,Y2(M)";:INPUT Y1,Y2
70 PRINT "TOLERANCIA ";:INPUT T

80 DEF FNF(X)=((B+K*X)*X) 3/ (B+2*K*X)-Q"2/9.810001
90 F2=FNF(Y2)

100 F1= FNF(Y1)

110 H=F2%(Y2-Y1)/(F2-F1)

120 Y3=Y2-H

130 IF ABS (¥3-Y1)<T THEN GOTO 150

140 Yi= Y3:GOTO 100

150 CLS :PRINT"*k*kkxkkkkn

160 PRINT "TIRANTE CRITICO ":PRINT "YC=";Y3

170 PRINT Phkkkkkkhkihkhkt

180 END

190 CLS:PRINT Whakhdkkkkhhhkkhkkhkkhkdhhhhhhhnt
200 PRINT "LA SOILUCION Es : "“;C°

210 PRINT Mhkhhkhkkrkkhhhhhahrhkxrrntkn

220 END

Figura 2.14, Programa para e! calculo del tirante critice con el método de
la secante



3. SOLUCION DE SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES

3.1. Introduccion

La solucién numérica de sistemas de ecuaciones lineales es uno de los campos
de estudio fundamentales del andlisis numérico, no solamente porque existen
muchos problemas cuyo planteamiento matematico conduce por si mismo a un
sistema de este tipo, sino también porque otros métodos numéricos, como los
esquemas implicitos de diferencias finitas para resolver ecuaciones

diferenciales, guedan expresados como sistemas de ecuaciones lineales.

Los sistemas de ecuaciones lineales tienen solucién analitica, como se
recordara mas adelante. Sin embargo, existen también varios métodeos numéricos
de solucién, y se producen continuamente otros. La razon de esta situacién es
que, dada la magnitud de los sistemas a resolver en problemas reaies y su
variedad, debe elegirse entre los diversos métodos el més eficiente para un

problema dade, con el fin de minimizar el tiempo de calcule,

En este capitulo se presentaran algunos de los métodos numéricos mas utiles

de solucién de sistemas de ecuaciones lineales.

3.2. Soluecién analitica de sistemas lineales

Un sistema lineal es un sistema de ecuaciones de la forma:

a X +a x + ... +a x==0

12 in n 1
a X +a X + ... +a X=5Db
21 22 nn 2
——————————————————— (3.1)
a x+a x + .. +a x==%b
ml m mn n m

La solucién del sistema son los valores de las variables X, donde i= 1, 2,

3, o n, que cumplen con cada una de las ecuaciones lineales. Un
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sistema de ecuaciones lineales puede tener como  solucién un conjunto Unice

de valores X, un numero infinite de conjuntos X, solucidn, o bien puede no

existir ningin conjunto de valores x que satisfagan las ecuaciones del
. 1

sistema.

El sistema tiene solucién Unica en el caso que el nimero de renglones (n) sea
igual al de columnas (m), vy las ecuaciones sean linelamente independientes.
Se dice entonces que el sistema es compatible determinado. Un sistema de este

tipo, en forma matricial, se puede escribir como

fa a _a ... a 177 x 7 [ b ]

1112 13 in 1 1
a a a a X b

21 22 23 2n 2 2
a a a a b

31 32 33 3n %5 3

(3.2)
-4 e o= <

a a a _.... a X b

| nl nZ n3 nn n 4]
o bien de modo abreviado
[Al x = b (3.2.a)

En notacién tensorial

alj sz b:
donde
i) elemento de la matriz A en el renglén i,columna j
xj elemento en la columna j del vector x
b elemento en el renglén i del vector b

Para obtener la solucién analitica de un sistema de ecuaciones lineales se
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requiere recordar previamente algunos conceptos.

' T .
Dada una matriz A(m,n); con elementos aij, su transpuesta A (n,m) se obtiene

realizando la operacion

Es decir intercambiando renglones por columnas.

Considérese una matriz cuadrada A(n,n). Dendtese por Mij la submatriz

cuadrada que se obtiene quitando a A el i-ésimo rengion y la j-ésima columna.

El determinante de esta submatriz, iM‘JI, se denomina "el menor" del
1 .

elemento a]lj de A; v se define "el cofactor” de alj, denotado Alj' como el

menor con el signo dado por la operacién

oy i '
Alj = (-1) IMijl (3.3)

A cada elemento de la matriz A le corresponde un cofactor 'A” , de manera
que los cofactores integran una nueva matriz, la "matriz de cofactores”, que

se denotara por AS.

Se define la matriz adjunta como la transpuesta de la de cofactores, es

. c,T
decir: (A7) .
. . . , -1
Si A es una matriz cuadrada, su inversa se denota A ; tal que se cumpie con
-1

AA =1

donde I es la matriz identidad, y se puede demostrar que la inversa puede

calcularse con la expresién

1 c, T
A =77 (A7) (3.4)
| 1A

a3



Entonces, si se tiene un sistema lineal A x = b, éste tiene solucién ( si A
es invertible,|A| # 0) para cualquier b, de acuerdo con la ecuacién

-1

x=A"'b (3.5)

o bien, por la ecuacion 3.4

: 1
X =777 (A7)
[A]

b (3.5.a)

Esta es la solucién del sistema de ecuaciones lineales 3.2. Sin embargo, no es
factible en la practica para sistemas grandes de ecuaciones, debido al
elevado nGmero de operaciones que es necesario efectuar (del orden de
nin-1}!). Por esta razon, se han desarrollado otros métodos que, teniendo sus
propias limitaciones, requieren un ntGmero mencr de célculos para obtener la

solucién.

3.3. Método de eliminacién de Gauss

Los métodos numéricos de solucién de sistemas de ecuaciones lineales se
clasifican en directos e indirectos. Los primeros son aquellos en los que la
solucién se obtiene basandose en las propiedades del algebra lineal, es decir,
que la solucién se encuentra mediante una sola iteracién, mientras que en

los segundos se requieren varias.

Algunos métodos directos aprovechan para la solucién las propiedades de un

sistema que posee matriz de coeficientes triangular,

Supéngase, en un caso muy sencillo (forzando el ejemplo para la explicacién),

que se tiene un sitema de ecuaciones A x = b, tal que la matriz de

coeficientes es diagonal ( au =0sii=j,

Entonees, la solucidén del sistema es facil de obtener y estd dada por
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con i= 1,2,3,... WO,

8i se tieme un sistema de ecuaciones
triangular superior el procedimiento de soiucién seria

aungque un poco mas laborioso. Por ejemplo

a _ a
11 12 13 14
0 a
22 23 24
o O a
33 34
O 0 a
a4

conocido este valor, se puede despejar, para la variable X

ecuacién

(3.6)

con una wmatriz de

X = b - a X
n-1 a n-1 n-i,n n

n-1,n-1

y asi sucesivamente. En general, para la i-ésima variable

»

iguaimente

{3.7.a)

(3.7.b)

coeficientes

inmediato,

de la pentltima
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X = |b ~a x —a x ..Ta, X (3.8)
i a“ i i,i+1 1+1 ,h+2 i+2 in n

Este procedimiente se denomina de "vuelta atras" y, como puede verse, posee
caracteristicas de sencillez y eficiencia que lo hacen muy atractivo. Si un
sistema cualquiera de ecuaciones se redujera a la forma triangular superior,
entonces la solucion podria obtenerse con facilidad aplicando este

procedimiento. Esta es la idea fundamental del método de Gauss.

En la figura 3.1 se muestra un diagrama de flujo para el procedimiento de

"vueita atras".

fzi-1

NO

by + S ‘

No 0 s j=3-1

FIN

Figura 3.1. Diagrama de flujo del procedimiento "vuelta atras”

La primera etapa del método de Gauss, como se ha diche, consiste en medificar
el sistema de ecuaciones de manera que la matriz de coeficientes se convierta
en triangular  superior. Esto se” logra utilizando tres principios

fundamentales.
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1. La ecuacién i-ésima puede multiplicarse por cualquier constante distinta
de cero, y usar el resultade en su lugar. Denotando E1 la i-ésima ecuacibn, ¥

"c" una constante no cero

c ]5i = E1
2. Puede muitiplicarse la j-esima ecuacion por una constante ¢, ¥ €l
resultado sumarlo a la i-ésima, sustituyendo el resultado en la ecuacién

i-ésima:
(cE+E)SE
I 1
3 Las ecuaciones E y E pueden intercambiarse
1 J

E <= E

i J
Para evitar escribir todo el sistema de ecuaciones se acostumbra trabajar
con la matriz de coeficientes, a la que se aumenta el vector de términos

independientes, obteniéndose la "matriz ampliada"

a a
11tz 13 ln 1
21 22 23 7 %on 2
P a
31 32 33 3n 3
_______________ (3.9)
a _ a a b
nl n2 n3 nn n

Se denotara Ri el renglén i-ésimo de la matriz ampliada.

El procedimiento de Gauss, utilizando las operaciones citadas, hace cero los
elementos de cada columna situados bajo la diagonal principal. Se  utiliza
como pivote precisamente el elemento de esta diagona!, es decir, se efectla

repetidamente la operacién:
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ii
[R - R ] = R (3.10)
] a i J
siendo ajl él elemento que se desea anular, en el renglén j y ta columna i.
En algunas ocasiones, sin proponérselo, se anula uno de los elementos de la
diagonal principal vy, para continuar el procedimiento se intercambian
renglones, bajo la diagonal principal, eligiendo algunoc que no tenga elemento
nulo en la columna en que se presenté la dificultad. Si toda columna, de la
diagonal principal hacia abajo, se ha anulade, entonces el sistema no tiene
solucién dnica (las ecuaciones no son linealmente independientes).
El algoritmo del método de Gauss se puede resumir como sigue

ALGORITMO DE GAUSS

Para resolver el sitema de ecuaciones lineales:

a X +a3a X + .... +a x =
11 22 in" 1 1

a X +a X + ..... +a x_ =
21 272 2 2
a X +a X + ... +a x =0b
n nn n n

11 12 13 in 1
. b

21 22 23 2n 2
a _ a . a b
nl n2Z n3 nn n
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2. Sea i=l
3. Si a = 0 vaya al paso 5.

4, Sea p el nimerc de un renglén tal que

a = a = ....=a , =0 pero a =20
11 141,10 p-1,1 p,i

Si existe este rengléon p, efectle la operacién Rp > R[ y continge.

Si p no existe, el sistema no tiene solucién unica y el procedimiento debe

detenerse.

5. Sea m =an/'a]l Para j= i+l, i+2, .... , n. Haga las operaciones

13 i

(R m R) R
} ji 1 J

6, Haga i =i + 1. St i < n regrese al paso 3. Si i = n continde.

7. 5i a = 0 el sistema no tiene solucidén Unica.
nn

Si a # O aplique el procedimiento de vueita atrds para encontrar
nn

la solucién

b. x =(b- 7 a x )/ a. . i=-lo-2.ed

En la figura 3.2 se presenta un listado en lenguaje BASIC para resolver un

sistema de ecuaciones con el método de Gauss.

Para ejemplificar c¢laramente el método de eliminacion de Gauss, a
continuacién se aplicard paso a paso , siguiendo el algoritmo, al siguiente

sistema sencillo de ecuacicnes:
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1]
wn

I3x +1.5x +4x
1 2 3

.83

2l x + .23 % + X
1 - 2 3

2x + 8x +10x =47
1 2 3

Paso 1. La matriz aumentada quedaria:

3 1.5 4 8
21 .23 I3 B33
2 8 10 47

Paso 2. Sea i =1

Paso 3. a = a = 3, entonces se continla en paso 5.

Paso 5. a)} Para j=1i+ 1 =2 se tiene m“= m, = a“/an=a21/au, es decir:
0.21
m, ="—7 = 0.07
La operacion Rj - mjiRl] > Rj es entonces { Rz - mle} > Rz que

numéricamente es:

R I3 L5 4 8|
1
m_R : 0.07 |3 1.5 4 8§
21 1
-m R : |-.21 -.105 -.28 -.56|
21 1
R : |.21 .23 1 .83]
2
-m, R +R : [0 0.125 72 27|

Entonces el nuevo renglén 2 es:
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Rzz |o 0.125
b) Para j = i + 2 = 3 se tiene:
a a
It 31
= m = = =
p] | a a

1 i - R R
¥ la operacién {Rj mJi l}u==» ;

es entonces (R -m R)=2R
3 31 1 3
Numéricamente
m_R : 0.6667 |3 L5
31 1
-m_ R : | -2 -1
311
R : |2 8
3
-m_R +R.;: [o 7

Entonces, el nuevo renglén R3 es

R, : | 0 7

La nueva matriz aumentada es:

3 1.5 4
0 125 12
0 7 7.333

0.72

= 0.6667

-2.667

10

7.333

7.333

.27

41.6667

0.27|

41.6667 |

Paso 6. Se hace i= i + 1 =2 y como i {n se regresa al paso 3

Pasc 3. a“= a22= =125 # 0, Una véz mas, se continGa al pasc 5.
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Paso 5. Para j= i+l = 3

%32 7
m)i = m32 = a T 0.125 =36
22
La operacién (R -m R ) = R
] juoi ]
es entonces: (R_ -m_R ) = R
3 31 2 3
Numéricamente
m R : 56 jo 125 72 27|
-m_R . |0 -7 -40.32  -15.12|
R, : |o 7 7.333 41.667|
|o 0 -32.98 26.5467|

Paso 6. Se hace i=i + 1 =3 y como i = n se continda al paso 7.

La matriz aumentada final es

[ 3 1.5 4 8 ]
0 125 72 27
o 0] -32.98 26.5467 |

Paso 7. La aplicacién del procedimiento de vuelta atris permite calcular la

solucion:

26.5467

x3 = __32.98 = -().805
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0.27-.72(-.805)

xz = 0.125 = £,797

8-4(-.805)-1.5(6.797)

x = 3 = (,3415

La programacién del algoritmo el método de Gauss es relativamente sencilla.
En la figura 3.2 se presenta el listado de un programa en Basic.

Utilizando este programa los resultados del ejemplo anterior serian:

x, = .3419 X_= 6.795 x = -.8047
1 z 3

Como puede verse, existe una ligera diferencia respecto al resultado antes
obtenido, el cual se debe a2 que la computadora opera con un nimero mayor de
cifras decimales. El error cometido al eliminar algunas cifras decimales se

denomina "de redondeo ", y estd presente en todos los métodos numéricos.

3.4. Método de Jacobi.

El procedimiento de Gauss, siendo en general mas eficiente que los métodos
analiticos, puede atn dar origen a pérdidas de eficiencia en determinados
casos; por ejemplo, cuando la matriz de coeficientes tiene muchos términos
nulos, en cuyo caso se realizan muchas operaciones innecesarias (el programa

hace operaciones para anular términos que ya son cero),

En situaciones como la anterior se puede utilizar algin método indirecto, que

son de naturaleza iterativa, es decir, probando a partir de un vector inicial

propuesto x
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5 C
10

12

15

20

30

40

70

80

85

20

100
110
120
130
140
150
160
170
180
1240
200
210
220
230
240
250
260
270
230
285
290
292
296
298
300
310
320
330
335
340
350
360
370
380
390
400
410
420

LS

PRINT
PRINT
PRINT
PRINT
PRINT

"ESTE PROGRAMA RESUELVE UN SISTEMA DE N ECUACIONES"
"CON EL METODO DE GAUSS™
Mrddkhddhhhhdhhhirehkhrrhrhbhiidhhkkthhhedirbrhihidsn
:PRINT

"RANGO DE LA MATRIZ DE COEFICIENTESY;:INPUT N

DIM A(20,21),X(20),C(1,21),M(21)

FOR I=1 TO N

PRINT "TECLEE LOS COEFICIENTES DEL RENGLON %, I
PRINT "DE LA MATRIZ AUMENTADA "

FOR J=1 TO N+1

PRINT "A(";I;",";J;"}=";:INPUT A(I,J)

NEXT J

NEXT I

I=1

IF A(I,I)<>0 THEN GOTO 260

P=I+1

IF A(I,P)<>0 THEN GOTO 190
IF P>= N THEN GOTO 410
P=P+1:GOTQ 160

FOR J=1 TQ N+1
C(I,J)=A(X,0!T)

NEXT J

FOR J=1 TO N+l
A(I,J)=A(P,J)
A{P,J)=C(I,d)

NEXT J

FOR J=I+1 TO N
M(J)=A(J,I)/A(X,I)

NEXT J

FOR J=I+1 TO N

FOR P=1 TO N+1
A(J,P)=A(J,P}-M{J)*A(I,P)
NEXT P

NEXT J

I=I+1

IF I<N THEN GOTO 140
IF A(I,T)=0 THEN GOTO 410
X (N)=A(N,N+1) /A (N, N)

FOR I=N-1 TO 1 STEP-1

5=0

FOR J=I+1 TO N
S=S+A(I,J) *X(J)

NEXT J

X(I)=(A(I,N+1)~5)/A(1,T)

NEXT I

GOTO 420

: LPRINT “EL SISTEMA NO TIENE SOLUCION UNICA ***¥:GOTO 460

CLs
CLs

ES":LPRINT

LPRINT "xkkkkdkkkxhhhkhkhkkkrkehd*t": LPRINT "LA SOLUCION

430 FOR I=1 TO N

440 LPRINT PX(¥;I;")=",X(I)

450 NEXT I

460 LPRINT :LPRINTPURkkkdkhkhdkkhkkkrkihhkehkkhhdtiisll; END

Figura 3.2. Listado del programa del método de Gauss.




La idea fundamental de la mayoria de

transformar el sistema original:

en otro sistema de la forma
x =Tx +c¢
1 2

que escrito .de manera recursiva quedaria

— k
Tx +c¢

— k+1
W -

siendo k el nimero de iteracién.

Considérese por ejemplo el sistema

10x -Tx +x =73
1 2 3

X +8x -3x =23
1 2 3

X + 3x_ -9x 7
1 2 3

Entonces se tiene

[ 10 -7 1]
A= |1 8 -3
1 3 -9 |

los métodos
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iterativos

(3.11)

(3.12)

(3.13)

consiste en
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Si en cada ecuacién i se despeja la i-ésima variable, se obtienen

Xx =73+07Tx -0lx

1 . 2 3
xz = 2.875 -.125 xl + 375 x3 {3.14)
X =

-.6333 + 0.111 X + 0.3333 X,

Es decin, que en términos de 3.12, el sistema 3.i4 tiene T y c :

"0 7 -1 ] F 7.3
T= | -.125 0 375 c= 4 2875 }
| . .333 0 ) | -6.333 |

¥ se pueden escribir las ecuaciones recursivas

x* =73+07 x5t - 01 ¥

1 z 3
x: = 2.875 -.125 x‘l"1 + .375 x:" (3.14.3)
x; = -.6333 + 0.111 x]:'l + 0.333 x;_l

El calculo puede organizarse como se indica en la tabla de la siguiente

pagina, donde se ha tomade como solucién inicial propuesta un vector unitario.

Puede observarse que los resultados de las iteraciones 9 y 10 son ya muy
similares; por lo que puede detenerse el procedimiento, y aceptar que la

solucién aproximada es x = 7.7367, X, = -.1662 y X, = -5.530

46



Iteracién x X x
X 1 2 3

6 1 1 1
1 7.9 3.125 -5.889
2 10.076 -.3209 -4.4155
3 7.5169 -.403! -6.6849
4 7.9403 -.5714 -5.5121
5 7.45123 -.1846 -5.6419
6 7.7350 -.1721 ~-5.5674
7 7.7326 - 1797 -5.5317
8 7.7274 -.1664 -5.5341
9 7.7369 -.1662 -5.5308
10 7.7367 -.1662 -5.530

El procedimiento descrito hasta aqui se denomina

‘algoritmo es como sigue

ALGORITMO DEL METODO DE JACOBI

Para resolver el sistema A ; =b

1. Proponga una solucién inicial ;0 =

2. Sea k = 1.

3. Para i

...... , N ; calcule

n
b -La x];_l
=1

a
ii

"métodce de Jacobi”,

y su
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. Tk . . . .
4, Si x es suficientemente aproximada, vaya al paso 5; en caso contrario

haga k = k + 1 y vaya al paso 3.

_ k
5 . El vector solucidén es x

Un criterio para establecer que el resuitado ya es suficientemente exacto
puede ser utilizar alguna medida de la "distancia" entre los vectores de las

iteraciones k y k + 1, utilizando la norma

_x ¥-1
||x - x | <e (3.15)

donde £ es una tolerancia, y el simbolo |].|] representa la norma del vector.

Una medida adecuada puede obtenerse utilizando la "norma infinita® definida

como:

X = max X
H ”m 15i=n '

El método de Jacobi, como todos los iterativos, no es siempre convergente, es
decir, que puede alejarse de la solucién a partir del vector inicial
propuesto, en véz de acercarse, Més adelante se da un criterio para

establecer la convergencia.

3.3. Método de Gauss-5Seidel

En el algoritmo de Jacobi puede verse que para calcular ;k, es decir, las
soluyciones de la k-ésima iteracién, se usan exclusivamente las de la

iteracién anterior, a pesar de que algunos x': estén ya calculados.

El método podria plantearse en forma distinta si para calcular xl:se utilizan

los xl:_l ya obtenidos.
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La ecuacidn iterativa del método se modificaria a la siguiente:

k L o[x k - k-1
X, =—— |-Z(a_x)=~- £ (a x }+b (3.16)

pibg=t T =g YO !
Este métedo es conocido como de Gauss—Seidel, y su algoritmo seria similar al

del método de Jacobi, excepto que se modifica la ecuacién recursiva.

Para ejemplificar la aplicacién de este métedo, considérese el sistema de

ecuaciones antes resuelto con el método de Jacobi, ¥ que en la forma:

k_ o k-T™ — = .
x=Tx + ¢, estd dado por las ecuaciones 3.14.a

x* = 7.3+ 0.7 x¥ 0.1 x*!
1 2 3
x: = 2.785 -.125 x‘l‘“ + .375 x];_l (3.14.3)
x* ="-6.333 + 0.111 x*7! + .333 X"
3 1 2
El calculo se organiza en la siguiente tabla:
Iteracién xk xk }:;k
1 2 3
k
) 1 1 1
1 7.9 2.2625 -4,7027
2 9.354 -.0578 ~-5.314
3 7.71809 -.0914 ~5.4998
4 7.9599 -.1824 -5.5102
5 7.7233 -.1567 -5.5279
6 7.7431 - 1659 =5.5238
7 7.7368 -.1654 -5.5293

Se encuentra la siguiente solucién aproximada:
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x1= 7.7368 x2 = —.1654 x:3 = -5.5293
¥ como puéde verse, en este caso se reduce el ntmero de iteraciones,

Antes de seguir adelante, es conveniente establecer criterios para determinar

cudndo un método serd convergente.

. %, .
Una secuencia de vectores {x }k“l se dice que converge a X, con respecto a

la norma, si dado cualquier £ > O existe un entero N(g) tal que
[ xk-x” <g para todo k = N(e)
Puede demostrarse que cualquier norma cumple esta definicién.

La norma infinita de una matriz A estia definida como:

max
IHall, =< | < (3.17)

Es decir, que la norma infinita de una matriz es la maxima suma de los
valores absolutos de los elementos de cada renglén. Por ejemplo, la norma

infinita de la matriz del sistema de ecuaciones del ejemplo anterior:

[ 10 -7 1
A = 1 8 -3
1 3 -9 |
se calcula como
suma en renglén 1: 10+7+1=18
suma en renglén 2: 1+8+3=12
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suma en renglén 3: 143+ 9 =13
entonces:
AL, =18
Se puede demostrar la validéz del siguiente teorema:

k-1

La secuencia {xk}:_l , definida por = T x* e ¢ ; para toda c %0 vk,

= . S .
converge al vector X para cualquier vectop inicial x; si |IT[| < I, para

cualquier norma.

En el ejemplo anterior:

[ 0 i -1 ]
T = -.125 0 .375
| .333 0 ]

es decir, que su norma infinita es
I} T]l, =08 <1

y por lo tanto el método de Jacobi o Gauss-Seidel convergen para el sistema

de ecuaciones.

Es interesante enfatizar que el teorema anterior de convergencia establece
que, de cumplirse |[T| |(l, el método converge independientemente del vector
inicial propuesto. La revisién de convergencia puede facilmente incluirse
en un programa del método de Gauss-Seidel, como el que se presenta en la

figura 3.3,
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3.6. Método de sobrerrelajacion

Tanto en el método de Jacobi como en el de Gauss-Seidel,

existe un ‘vector residual, diferencia entre el
vector de aproximacién.
Denétese:

k k k

e =1(e €, arees ,e

i ( 11 '721 ni}

el vector residual del método #e Gauss-Seidel,

la k~ésima aproximacién

{xk ¥ . s k-1,
S A S A T T n
la i-ésima componente de e es
K 1 X - K-1
e =b - Ya x - Y a x -a x
it i 1] 73 1] 73 ii

1=1+1

en cada iteracién

vector solucién real y el

(3.18)

correspondiente al vector de

(3.19)

{(3.20)

Entonces, se puede demostrar que la ecuacién del método de Gauss-Seidel puede

también escribirse de la siguiente forma

El procedimiento puede hacerse mas eficiente si se introduce un factor

peso ( @ ) aplicado a los sumandos del términc a

k

r
k k-1 H
x = (1-w) x1 + W

a
il

(3.21)

de
la derecha de la igualdad:

(3.22)

¥ para algunos valores de w la convergencia serd mucho mas rapida. En efecto

i w=
s2

1 se obtienen métodos de relajacién (Gauss—Seidel)



si w { 1 se obtienen métodos de infrarrelajacién.

si w >1 se obtienen métodos de sobrerrelajacién.

Los métodos de sobrerrelajacién pueden acelerar la convergencia de sistemas

que convergen para el método de Gauss-Seidel.

ALGORITMO DEL METODO DE SOBRERRELAJACION.

1. Proponga una solucidén inicial x° =( x‘:,xg,xg, cee x:) ¥ un valor de w.
2. Sea k = 1.
3.Parai=1, 2, 3, ...., n; calcule
k 1 @ -1 k - k-1
X, = {l-w) x +—[b—):ax— Y a X ]
1 i a i 1§ ] i1 ]
1i =1 J=1+1

. _k - . . ;
‘4. 8i x° es suficientemente aproximada, continGe al paso 3, en caso contraric

haga k = k + 1 y regrese al paso 3.

: . k
5. La solucién aproximada es el vector x
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2 C
5 P
7 P
10
20
30
40
50
60
70
80
90
100
110
120
130
140
150
160
170
180
190
200
210
220
230
240
250
260
270
280
290
300
310
320
330
340
350
360
370
SI
380
390
"5

400

LS :PRINT :PRINT "PROGRAMA PARA SOLUCION DE SISTEMA

RINT "DE ECUACIONES LINEALES ---GAUSS~SEIDEL ---
RINT Mhkkhkkrrkrhkkrkrahkkthhthrdrhhitdithidrkhkill

DIM X(50),A(50,50),B(50),T(50),X1(50),H(50) ,H1{50)
PRINT :PRINT "RANGO DEL SISTEMA ";

INPUT N

PRINT "ELEMENTOS DE LA MATRIZ DE COEFICIENTES";
PRINT " POR RENGLONES "

FOR I= 1 TO N

FOR J=1 TO N

INPUT A(I,J)
NEXT J

NEXT I

PRINT "TERMINOS DEL VECTOR DE T. INDEPENDIENTES "
FOR I=1 TO N

INPUT B(I)

NEXT I

PRINT "VALORES PROPUESTOS DE SOLUCION X(I)":
FOR I=1 TO N

INPUT X(I)

NEXT I

PRINT YTOLERANCIA";

INPUT E

CLS : BEEP: PRINT"SE VERIFICA CONVERGENCIA":PRINT
FOR I=1 TO N

$=0

FOR J=1 TO N

IF J=I THEN GOTQ 270

S= S+ABS (A(I,J)/A(I,I))

NEXT J

T(I)=S

NEXT I

L1=T(1)

FOR I=2 TO N

F=L1-T(I)

IF F>0 THEN GOTO 350

Ll= T(I)

NEXT I

IF L1>1 THEN GOTQ 780

CLSE: PRINT “********************“:pRINT "ET,
STEMA CONVERGE"

PRINT :PRINT "LA NORMA ES : ";Ll

PRINT :PRINT "SE INICIA GAUSS-SEIDEL":PRINT
kkkhkhkkkhkhkkkkitkkkikk ESPEREW

FOR I=1 TO 1000

Figura 3.3. Programa método de Gauss-Seidel
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410
420
430
440
450
460
470
480
490
500
510
520
530
540
550
560
570
580
590
600
610
620
630
640
650
660
670
680
690
700
710
720
730
740
750
760
770
780
NO
790

NEXT I

K=1

FOR I=1 TO N

§=0

IF J=I THEN GOTO 490
FOR J=1 TO I-1
S=8-A(I,J)*X1(J)

NEXT J

S1=0

IF I=N THEN GOTO 540
FOR J=I+1 TO N
S1=S1-A(1,J)*X(J)
NEXT J
X1(I)=(5+S1+B(I)}/A(I,I)
NEXT T

C=ABS (X1{1)-X(1))
C1=ABS{X1(1))

FOR I=2 TO N

H(I)=ABS (X1(I)-X(I))
H1(I)=ABS(X1(I))

NEXT I

FOR J=2 TO N

G=H(J)-C

IF G<0 THEN GOTO 660
C=H(J)

NEXT J

FOR K=2 TO N
G1=H1(K)-C1

IF G1<0 THEN GOTO 710
C1=H1 (K)

NEXT K

D=C/C1

IF D<E THEN GOTO 790
FOR I=1 TO N
X{I)=X1(I)

NEXT I

K=K+1:GOTQ 430

PRINT "**********************":PRINT "ET, STISTEMA
CONVERGE" :GOTO 840
PRINT :PRINT +tPRINT "***********************";PRINT

“LA SOLUCION ES: "

800 FOR I=1 TO N

810 PRINT "X(";I;")=Y;X1(I)

820 NEXT I

830 PRINT Mhkkkkikkkkhhhhkhhhkhhkhkxkarxn

840 END

Figura 3.3. ... continuacién del programa del métode de Gauss-Seidel
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4 ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS

Una ecuacién diferencial ordinaria es una ecuacidon que contiene al menos una
derivada ordinaria. Una ecuacién de este tipo puede escribirse en términos de
diferenciales perc generalimente no es conveniente a menos que la ecuacién

contenga solamente la primera derivada.

Se dice que se ha resueito o integrado una ecuacidén diferencial de x, y, ¥
derivadas de y respecto a x, cuandc se ha encontrade una funcién de x y y que
no contiene derivadas, y que al ser sustituida en la ecuacién diferencial, la

reduce a una identidad.

S1 n es el nimere mayor de veces que se ha derivado la funcién y respecto a x
en uno de los términos de la ecuacién diferencial, entonces se dice gue n es

su orden.

Una ecuacién diferencial ordinaria es lineal si contiene x y y y las
derivadas respecto a x aparecen a la primera potencia. La forma general de

una ecuacidén diferencial ordinaria lineal de orden n es

dl'l d1'1—1 d
b ()2 +b )T s v b (02 4 b (xly = Rlx)  (4.1)
4] ¥} 1 n-—1i n-1 n

dx dx dx

Por ejemplo, es lineal

. L2
?dg +xdy +(x2—4)y=5x4

2
dx dx

y no es lineal

z{ dy z dy 2 4
x[W]+xdx + (x"- 4}y = 5x

Para encontrar la solucién de las ecuaciones diferenciales ordinarias existen

procedimentos analiticos, como son los de separacién de variables, factor
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integrante, variacién de parametros.

Desafortunadamente, muchas, acaso la mayoria, de las ecuaciones
diferenciales que se presentan en la practica ingenieril no pueden ser
integradas por métodos analiticos o cuando lo son, el obtener su integral es
muy complicade. Sin  embargo, las ecuaciones diferenciales, pueden ser

integradas numéricamente. Considérese por ejemplo,

dy _ - =
Tx—-f(x,y} Y=y enx=x {4.2)

a

Para conocer la solucidén de esta ecuacién en el intervalo xaﬁ X = x, se

b
puede dividir tal intervalo en N subintervalos de ancho Ax (fig 4.1), y al

considerar que x = Ax n + x X =X, ¥ = y(xn} se plantea la solucién de
-3

b b
dy = flx,y)dx
y x

a a

lo cual es equivalente a

4.2 como

- 1
y =y + J:: flx,y)dx

1
a
y. =y + 2 fix,yldx
2 I x ’

_ d
y, =y, * Jz flx,y)dx

0 o+
A +ﬁn o, y)dx{4.3)

Yy = Yt En-l flx,y)dx
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fix,y) N XF

“lf

Figura 4.1. Intervalos de integracién

De manera que, si se logra valuar las integrales del desarrollo anterior, el
problema se habra resuelto. Aunque no se tiene la ecuacién que permita
calcular y para cualquier x en el intervalo (xa, xb), si se dispone de una
-coleccién de valores de ¥y en términos de x, lo cual puede ser tan 0til como

la ecuacioén de y en términos de Xx.

Para encontrar cualquiera de las integrales escritas antes, se proponen
algunos métodos basados en obtener con la mayor precision posible a la
integral.

4.1 Método de Euler

Sea la fig., 4.2 donde la integral n-esima se ha representado por el é&rea
sombreada. Asf

rml
< f(x) dx = f(xn.yn)
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por lo que

= 4
LR A 1“(:{n , ¥, JAx (4.4}

A f(x,y)

Tix Ly,

v

nti

=

]

Figura 4.2. Area de integracion del metodo de Euler

La ecuacién 4.4 permite conocer cualquier Yy {(n = 0,1,...) del desarrollo 4.3

y, por lo tanto, una solucién aproximada de la ecuacién diferencial.

Nétese que el area no cubre toda la integral por lo que la superficie no

considerada corresponde a un error.
4.2 Método de Euler modificado o de Heun

Tratando de reducir el area de error del método de Euler se puede representar
la integral por el trapecio de la fig. 4.3. El mejor trapecio resultaria al
tener como lado vertical mayor a f ney' PEre esta es funcién precisamente de
la Yoy due se desea obtener. Sin embargo, se propone una estimacién de Yo

representada como g’nu ( valuada a partir del método de Euler, (ec. 4.4 ))
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para tener después una aproximaciéon con menos error a la integral, que con el

método de Euler, es decir

/77T Yot
/]

ax

Figura 4.3. Area de integracién del metodo de Heun

n+1 f[xn,yn} + f‘(xm Y )

flx,y)dx = 5 Ax

En este caso, la ecuacién del método se escribe como

~ Ax
Yher = J"n * [f{xn’yn) * f(xnu’y )] (4.5)

n+1 2

donde

Yot T ¥ ¥ f‘(xn’yn] Ax
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Ejemplo 4.1

Para encontrar el hidrograma de salida del vaso de una presa cuando a éste
entra el pgasto I dade por un hidrograma se requiere resolver la ecuacién

de continuidad

dv

at =1-0

donde V es.almacenamiento del vaso, t es el tiempo y O e | son los gastos de

salida y de entrada del vaso, respectivamente.

Para llevar a cabo el transito s€ requiere de Jas curvas
elevaciones-capacidades y elevacicnes-gastos de salida y de la condicién
inicial del agua en el vaso y del gasto I

51 se acepta que la curva elevaciones—capacidades se representa como V = kh",
siendo k y N constantes y h la elevacién del vaso y s1 el gasto de salida
estédadocom00=c(h-hc)3/2 :-:ihz:hc y0=05ih5hcpa.rahc_igual

al nivel de la cresta del vertedor por donde sale O, se tiene que

d N

at kh =1 -0

gl: Lo 2—1 = f(h,t)
k Nh

Para resolver la ecuacién diferencial anterior mediante el metodo de Heun se

propone



siendo

Conocidas k ,N, h, ¢, At ¥y ho; asi como In para n =0,1,2,... las ecuaciones
[

s¢ manejan de la siguiente manera
a) Para n = 0 la carga es conocida por lo que a partir de hn| se deduce On.

b)Conh, O en! se calcula h
n n n nvl

c) Para hml se determina el gasto Onﬂ

dConh,0,1,h ,0 el se cobtieneh
n n n n+l n+l

n+l n+l

e) En caso de interesar mis valores se incrementea en uno el valor de n y se

va al inciso a.
4.3 Método de Nystrom

Otra forma de estimar el 4rea bajo la curva f(x,y) en el intervalo de



interés, consiste en escoger como &rea a un rectangulo de base 2Dx y de

altura f(xn,yn), (fig 4.4).

Entonces

_.,
X

<
a
x
&

f(xn,yn) 28x

como la integral abarca dos intervalos Dx, ahora se tiene

Vo = You * Zf{xn,yn}Ax (4.6)

Se observa que esta férmula compensa el area bajo la curva enire x Y Y.
no cubierta con el rectangulo (area identificada con 1) con el é4rea del
rectangulo donde flx,y) es menor a f[xn,ynl (area sefialada con 2) por lo que

parece una mas adecuada representacion de la integral.

Figura 4.4. Area de integraciéon del método de Nystrom



Este método tiene el inconveniente de que no se puede valuar ¥, ya que no se
conoce y_ ., pero si Y p¥ e etc. Para estimar y, se recomienda utilizar la
ec. 4.5. Una vez conocida y, ¥ con la condicién  inicial Y, con la ec. 4.6

se calculan yz, ys’.”" etc.

4.4 Método basado en la serie de Taylor

El método de Heun hace pensar que una estimacién de T [xn+1’ yn+1} permite
representar la integral de una mejor manera. En efecto, considérese que la

fig.4.3 ahora se representa como en la fig 4.5,

Sea el desarrolle en serie de Taylor

2 3
ylix + Ax) = ylx) + Ax y'(x) + g’f y" ) Sy +
six=x, &x=x ~ x_, entonces
n n+1 n
ﬂxz Ax3
y(anJ = y(xn} + Ax y {an t 5 ¥ (xn} =Y (xn} +...
4.7
‘De acuerdo con la ec 4.2 se tiene
y' = flx,y)
se df
veae =
- dfs _ 3
¥ dx f
) _ _df P2 D
y dx =



Sustituyendo estas ecuaciones en la 4.7

2 3 * 2
J-’(xnﬂ) = y(xn) + nxf(xn.yn)-+ 1 f’(xn,yn) + = f [xn,yn)+....
Ax" po1)
o f (x,y )+ ...
(4.8)

Si se considera que

sz

(P) - ax [ 1]
T e,y ) = T,y )+ T,y )+ 7k Ly ) s

-1
axP? f(1.:—1)

-I-p!

(xn,yn} (4.9)

Si en la ec 4.8 se desprecian los términos con derivadas de f de orden

superior a p-1 se tiene al tomar en cuenta la ec 4.9

{p]

ylx )= y(an + Ax T (xn,yn) {(4.10}

N+l

La ecuacién anterior corresponde al llamadoe método de Taylor de orden p.

Né6tese que en el caso particular en que p = 1 resulta el método de Euler. En
{p)

la fig 4.5 se muestra a T (xn, y) como una estimacion de la ordenada del

area sombreada.

71{:.,)

adt x

Xy
f—as—j
Figura 4.5. Area de integracién del métode de la serie de Taylor
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El método de Taylor tiene el inconveniente del calculo de las derivadas f7,

f**, £°°°,... ,que pueden ser dificiles de obtener o complicadas de calcular.
4.5 Métodos de Runge-Kutta

La dificultad para el calculo del valor de las derivadas f ’[xn,yn],
f”(xn,yn]. f”’(xn,yn], .... del método de Taylor, ha sido salvada por Runge
(1895} y Kutta (1901) a través de un procedimiento basado en valuar varias
veces la funcién f{x,y) para obtener una precisiéon equivalente al método de
Taylor. Aparte de eflo, los métodos de Runge-Kutta tienen la ventaja de usar
una férmula de suma pesada, similar a la utilizada en integracién numeérica,
con lo cual se logra una adecuada aproximacién del area bajo la curva f(x,y)

entre xn ¥ yn+1'

A continuacién se hard la derivacién del procedimiente conocido como

Runge-Kutta de tercer orden.

El problema consiste en plantear como ecuacién del método a

Yooy =¥ * ﬁx(a.kl+ bk2 + CkS) {4.11)
donde
kl= f{xn,yn] (4.12)
k2= f[xn + mAx,yn+mAxk1) {4.13)
k3= f[xn + pr,yn+Ax(qkl+{p—q)k2)! (4.14)

e interesa conocer los valores de a, b, ¢, m, p, ¥ q. Los cuales son unicos e

independientes de la ecuacién diferencial por resclver,

Sea el desarrollo de la serie de Taylor 4.7 que incluye hasta términos de

tercer orden.
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ﬂxz Axs
Yoep =Yy ¥ Axy a3 + ¥ (4.15)

Segin lo planteado en el subcapitulo 4.4 se tiene

y =f
o df _ af af .
y_dx_ax+axf_fx+fyf
y”'=d—f+ d (f +f £) = £ +2f f+f T4 (f +f f)
dx dx X ¥y XX xy ¥Y y x ¥y
si
A=f +°7°¢f (4.16)
x 'y
y
B=f _+2f  +f f° (4.17)
xx xy ¥y
entionces
y'= A
"r=B+f A
Y y
¥y por lo tanto la ec. 4.15 también se escribe como
2 3 3
_ Ax Ax Ax
yn+l—yn+ﬁxf+ 5 A+ g B + z fyA (4.18)

En esta iltima ecuacién se entiende que f, f y,A ¥ B se calculan para x = xn ¥
Y=Y,
Por otra parte, el desarrollo en serie de Taylor de una funcién de variables

X ¥ ¥y hasta los términos de orden dos es



2

_ h
f(x+h,y+k) = f(x,y) + hfx{x,y} +kfy(x,y] + = fxx{x,y)+ hkfxy +
2

(x,¥) +

k
5 fy.y (x,¥) (4.19)

Asi, al desarrollar 4.13 (siendo h = mAx y k = mAxf) se tiene

Z

K o= f + (mbd)f 4 (max)f + 8D o A (mAxf)E. +
2 X y 2 xx Xy

(mAxf )2

e

yy
2

. (mAxf )

f + (mAx){(f +f ) + (f +2fxyf +f £
x ¥ XX Yy

2
considerando 4.16 y 4.17

2
k= + (mdx)A + _(&3353_ B (4.20)

Si ahora se desarrolia 4.14 {siendo h = pAx ¥y k = ﬂx{qk1+ [p—q}kz]] resulta

[p;‘.\xlz £

2
k, =T +(prJf‘x+[qk2+ (p—q]kll.ﬁxfy = ot (phx J[qk2+

f
2 _ 2 yy
(p—q]kllfxy+ Ax [qk2 +(p q}kll >

al sustituir el tercer término en la ec 4.20 y dado que k1= f se encuentra

k3= f =+ (pﬁx]fx + [q{f+(mAx)A+ —(m—gfila} + (p-q)f]&xfy-#
[1] (21] [7] [3]
pax)® (pax®)igk_+ (p-q)f1f__ + [gk +(p-q)k 1zfl
2 X3¢ 2 xy 2 1 2
[4] [s} {s]
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Agrupando términos

2z
_ (pax) 2
l-c3 =f + (pr](fx + fyf} *—=— (fxx+ foyf‘ + fyyf )+
1 2- 3 3 5 6
2
mahx"f A +
.
7
tomando en cuenta 4.16 y 4.17
[p.:fbc]2 2
l(3 =f + (pAx) A + -—2—B + mqix fyA (4.21)

Sustituyendo 4.12, 4.20 y 4.21 en 4.1l se obtiene

(max)® (pAx)’
Yooy = yn-l- Ax (af+{bf+b(mAx}A_+bL2 B) + (cf+ clpAx)A+ ¢ __9_2_’_‘_, B

+cmqﬁxzfyA ))

o bien

Ypu =g * Axf(a+b+c) + ﬂsz(bm+cp] + m; B [bm2+c‘p2J + Axf yA cmq
(4.22)
Al comparar 4.18 y 4.22 se encuentra:
a+hbh+c=1
b +'cp = 1/2 ' (4.23a)
2 2 :
bm™+ cp'= 1/3 (4.23b)
cmq = 1/6 (4.23c)

como se tiene un sistema incompatible indeterminado con .6 incégnitas ¥y
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cuatro ecuaciones independientes, se puede dar valor arbitrario a dos de las

incégnitas; un conjunto de valores usual es m = /2 y p = 1. Asi 4.23b y
4.23c.

172b + ¢ = 1/2

174b + ¢ = 1/3

restando y despejando a b

1/4b
b

176
2/3

1§

¥ por tanto

c=1/2-b2=1/2-(1/2) {(2/3) = /6
considerando los valores de m y c en 4.23d
q = {1/6) (6)(2) = 2
y por tltimo segin los valores de b y ¢ ¥y la ec. 4.23a
a=1-(2/3) - (1/6) = 1/6

De acuerdo a los valores calculados de a, b, ¢, m, p ¥ q, las ecs. 4.11 a

4.14 resultan ser

- Ax
Y™ * 5 [k1+ 2k2+ ks} (4.242)
donde
(4.24b)
kl-— f(xn,yn}
_ Ax
k2 = f(xn+6x/2. Yo * 3 kll (4.25¢)
k= flx_ + Ax, y_ + 2Dxk -Axk ) (4.24d)
3 n n 2 1

n



Las ecs. 4,24 corresponden al métode de Runge-Kutia de orden tres.

De manera semejante se pueden deducir las ecuaciones del método de Runge

~-Kutta de oirden cuatro:;

_ Ax
Yoo = ¥n Y —% (k1+ 2k2+ 2k3+k4) (4.25a)
donde
K, = flx_,v ) (4.25b)
Ax !.?ucl<1
kz = f{xn+ 5 ¥, * 27} {4.25¢)
Ao ﬁxkz
k3= f‘[xn * > Yy + > (4.25d}
k4= f(xn+ Ax, Vot axk3] {4.25¢)
¥ Runge -Kutta de quinto orden :
_ 23 125 _ 8t 125
Yner “ ¥ * bx 192 k1+ 192 K, 192 ks * "9z ka (4.26a)
k, = flx,y ) (4. 26b)
K= flx + —o Ax, ¥y + " Axk ) (4.26C)
2 n 3 *n 3 1 )
B 2 4 16
l-(3 = f(xn+ -5 Ax, Yot 5% ﬂxk’ AT Axkz} (4.26d)
= 15
k, = flx +Ax , y + —— Axk - 3bxk + —~ Axk,) (4.26e)
_ 3 2 10 50 g
kg = Plxgt =g, ypv ytxks 5—hxk,~ g dxkyr 57 Axk)
(4, 26f)

.

Ejemplo 4.2,

El flujo permanente gradualmente variado en un canal con pendientes pequefias

es descrito por la ecuacién
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§ -8

dy _ 0 f
dx L QZB
g A

donde y es el tirante, Q el gasto, B el ancho de superficie libre, A el area
hidraulica, g la aceleracién de la gravedad, S0 la pendiente del fondo, Sf la

pendiente de friccién y x la distancia a lo largo del canal,

Si se considera la férmula de Manning para definir a Sf se tiene que

" 5 4/3
g . QNP
dy o AY3
dx . QZB
g A°

donde N es el coeficiente de rugosidad de Manning y P es el perimetro mojado.

Para un canal se seccién tranversal trapecial, con b de ancho de plantilia y

k designacién de talud se tiene que

A=y(b+ky)
P=b+2yv 1+k°
B=0b+ 2ky

de manera que la ecuacién diferencial queda

Q°N? [b + 2y vV 1sk* 1Y°

[y(b + ky )1*73
dy _ = f(x,y)

dx _ Q% b+ 2ky]
g [y( b+ ky)1®

El tirante a lo largo del canal puede ser caiculado integrando la ecuacién
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anterior con un método numérico, si se usa Runge-Kutta la funcién f{x,y) que

aparece en las Térmulas de este método resulta ser

Q°N%(x) [blx) + 2y ¥V 1+k°(x) 143

[y{blx) + k(x}y )1]°7°
dy = f(x,y)

dx L. Q7 [b(x) + 2k(x)y)

g Iyl blx) + k(x)y }1°

donde b = b(x), k = k(x), N = Nix) para tomar en cuenta el ancho, desighacitn

del talud y coeficiente de rugosidad en el canal a la distancia x.
4.6 Férmulas de Adams

El desarrolic de Taylor planteado en 4.8 permite también un enfoque distinto
para resolver numéricamente la ecuacién diferencial ordinaria 4.2. Se ocurre
ahora tomar como base la idea de integracién numérica. En este subcapitulo
se propondran dos clases distintas de ecuacicnes, unas donde es explicito el
cdlculo de Yo (se llaman cerradas), y lés otras en las que se requiere de
un método iterativo (se denominan abiertas). Ambos casos corresponden a las

formulas de Adams.
4.6.1 Férmulas abiertas de Adams

Considere la expresitén 4.8

2 3

— M r ﬁx "
yn+1 = 'Yn -+ Axfn+ T fn + —3'!— fn +... (4.8]
o bien
Ax ﬂxz
Vney = ¥+ &x(f + 2t 3 ) (4.27)

Si la serie incluye hasta téminos de derivadas de primer orden:
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Ax

Y =Vn'*'&:'f“‘n'.'z

n+1

'} {4.28)
n

Ahora, si T ;1 se aproxima como una diferencia hacia atras {cap 6)

y - ] 2
fn— e = P +— fn + 1 (Ax) (4.29)

Sustituyendo 4.29 (sin sus términos de segundo orden} en 4.28

_ 2 1
)’n*l = yn + Ax {“*:—3'* fl'l T fn-IJ (4.30)

la cual es la férmula abierta de Adams de segundo orden

Cuando en la expresién 4.27 se considera hasta la derivada de segundo orden:

2
_ Ax ., Ax” .,
Yoo =¥, *Ax {f‘n-l- 5— I+ ¢ fn ) (4.31)
considerando la ec. 4.29 como
f -f'
so_ df’ n n-1
fn =3 = Ax (4.32)
Segin 4.29
fn—l_ fn 2
fn_1= — A (4.33)
Sustituyendo 4.29 y 4.33 en 4.32
rn—an-1+ fn 2
fl’1’= z - (4.34)
Ax

Si ahora, en la ec. 4.29 se considera la derivada de segundo orden y esta se
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sustituye por 4.34 :

n-1  n-2 ]+t(ﬂx 2

Después de simplificar

y _ 2 _ 2 n-2
fn__j_f f ¥

2
n”- 3 o 5 + T (8x) {4.35)

Si se desprecia el términeo 1(Ax)® de 4.35 ¥ se sustituye en 4.35 y 4.34 en

4.31 se obtiene

f f
_ 3 3 n-z n
Yo =Yg * A% [rn+ i Pl P 7 Ot g
2fn—1 1rn-z
6 76 )]
a bien
23 16 5
Yney T Yot bx [ 12 f.n 12 fl'l—l * 12 fn—z] (4.36)

la cual es la férmula abierta de Adams de tercer orden.
De manera similar se obtiene la férmula abierta de Adams de cuarto orden:

_ 55 59 37 g
Ypa = ¥p +Ax [ 24 fn T 723 f11—1 Y 22 f.1'1-2- 24 f‘n-a]

(4.37)
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Estas expresiones abiertas también se conocen con el nombre de férmulas de
Adams-Bashforth. Ellas tienen la agesventaja de no iniciarse por si mismas, es
decir, al comenzar el calculo. Por ejemplo, la ec. 4.30 se conoce fo de las
condiciones’ iniciales Y= y(xo) pero no a f‘_l, se recomienda utilizarlo a
partir de n = . En este caso no se sabe el valor de fl, por lo que se
sugiere aplicar la ec. 4.5 para conocer y, ¥ lyego con este valor y xoﬂlx
valuar fl, definidas f‘o v f1 ya no habra dificultad de utilizar la ec. 4.30

para n = 2, 3, ...

La ecuacién 4.36 se aplica a partir de n = 2 y pero ello implica valuar
previamente a fl ¥ fz partiendo de y, vy, obtenida por medio de las ecs.
4.24. Al igual para usar 4.37 es conveniente empezar con n = 3 y calcular yl,
_V2 ¥ ya por medio de las ecs 4.25, con ellas se obtiene f1‘ fz, fs'

4.6.2 Férmulas cerradas de Adams

Sea el desarrollo de la serie de Taylor

2 3

yix-ax) = ylx} - Axy'(x) + g’f yx) - g)f ¥ {x)+. ..

six=x , Ax = x_ - x_, entonces
11+l N+l n
r}.xz x3

y(xn) = Y(xml)- bxy {xn+1] 0 (Jrfu - 37 r(ﬁﬁ A
Como en el subcapitulo 4.4 Yiu = fn+1’ Yot fn+1’ Yo
' ...etc
n+l

¥y resolviendo para Yo S€ encuentra
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2 3
— _ ﬂx ] ax E Ax *ry
Yna =¥ F lﬁ'M[‘rn 1 5 Tha 37 fha 41 fn+1 e ]
(4.38)
Como antes, si se considera hasta la primera derivada
y. o=y +ax (f - BX ¢ (4.39)
N+t n n+1 2 n+1
Despreciando los términos de segundo orden, de 4.29 se tiene
nel fn
f2 = — (4.40)
n+i Ax
Al sustituir 4.40 en 4.39 y simplificando
=y 4 Bx|ooef 4t (4.41)
Ynet T 90 2 n+1 2 n )

esta ecuacion corresponde a la férmula cerrada de Adams de segundo orden.

Siguiendo un razonamiento semejante a los del inciso 4.6.1 se obtienen las

férmulas cerradas de Adams de tercer orden (4.42) y cuarto orden (4.43},

<
]

5 8 1
Yn*“"[ R W v S f—x] (4.42)

9 19 5 1
net yn*‘ﬁx[ 24 fau* 25 T 27 Tt 23 fn—z]

-t
1l

{4.43)

Se observa que en las ecuaciones cerradas, aparte de la dificultad de no
iniciarse por si mismas, no se conoce fn+1’ por lo que se propone
resolverlas por iteraciones, y una vez que ya no haya problema con el
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principio (ver inciso 4.6.1), se resuelvan por aproximaciones sucesivas
proponiendo un valor de Y., con el cual se valda fn+1 y al sustituir .en la
férmula cerrada en (_:uestic‘)n se gbtiene yn+1’ si este es suficientemente
aproximado’ al supuesto se ha encontrado You ¥ se continda con el sigt_liente

Ax; en caso contrario se necesita escoger oiro valor de Yo, Y s€ repite el

1
proceso.

4.7 Método Predictor-Corrector

Una ventaja de las formulas cerradas de Adams es su precisién, sin embargo,
en ocasiones el proceso iterativo se hace largo y se contrarresta esta
ventaja. Cuando el valor propuesto a ¥, 7o es muy diferente del correcto ,
el nimero de iteraciones se reduce en forma importante, lo que hace Gti]l la

formula cerrada.

De esto se desprende la idea de escoger un valor inicial de Yot adecuado.
Para elle se sugiere utilizar una ecuacion abierta. Esta ecuacién  serviria
para "predecir" el valor de ey cON el cual se comienzan las iteraciones,
Luego con éste se emplea la férmula cerrada. Como en cada iteracién se mejora
el valor de Yn. S€ dice que se esta "corrigiendo". Por esto, a esta clase de
procedimientos se les conoce con el nombre de "métodos predictor-corrector”.

En la fig 4.6 se muestra la forma de utilizar estos métodos.

También se ha observado que incluyende una ecuaciéon que modifique la
estimacion del predictor, el nimero de iteraciones se reduce. Para esta
variante, e] diagrama del método predictor-corrector queda como se muestra en
la fig 4.7.

Entre los métodos predictor-corrector se anotan los siguientes:

Método de Adams

Predictor:
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A I S
(4.44)

Corrector:
L R R
(4.45)

(Estas ecuaciones ya fueron discutidas en el subcapitulo 4.6, corresponden a

las 4.37 v 4.43),

Método de Milne

Predictor:
(0 _ P _ 4 8
Yoo = ¥pthx U5 f‘n 3 fn+ 3 fn—l] (4.46)
Corrector:
O oy saxdr (el (4.47)
n+1 n 3 n+1 3 n 3 n-1

Método de Hamming

Predictor:
rtlfi = yn—sﬂsx[% f‘n_ % f‘n—l"' % rn—z] (4.48)
Modificador:
2 () .59
Corrector:
N Or ) e 1 O g T )
(4.50)
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Se observa que las formulas predictor no se 1nician por s1 mismas ( ver
comentarios a las formulas 4.36 y 4.37) fara disponer de los valores
iniciales necesarios para su aplicacion se recomlenda utilizar el método de

Runge-Kutta de cuarto orden.

* PREDECIR

(Nl
Yot

CALCULAR

{0 Q)
fagt 5 F0n 41y

(LN

* CORREGIR
{1+ 1
Yo+l

CALCULAR

{1+ 1) _ )1
I R T YRS PR

l

Yn+1 T Yo+l

L

CONTINUAR CON EL SIGUIENTE INTERVALO x

*SE USAN LAS FORMULAS PREDICTOR - CORRECTOR

Figura 4 6 Diagrama de blogues del metodo Predictor-Corrector
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% PREDECIR
(O
Yn4

MODIFICAR A yn{_i_oi}

0)
PARA OBTENER ¥\

[

¥
CALCULAR

~(0} _
fn-&l"l'[)(n

{o)

+t'yn+l}

* CORREGIR
{1+
n+l

Y

CALCULAR

{)+iy t1+1)
= f '
n+t [xn yn }

T

] tj+1) iJ}
yn+| yn+|

f

yCE NO Je gkl

L+
LIPS

L

CONTINUAR CON EL SIGUENTE INTERVALO Ax

* SE USAN LAS FORMULAS PREDICTOR,MODIFICADOR CORRECTOR

3

Figura 4.7. Diagrama de bloques del método Predictor-Modificador-Corrector
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Una de las ventajas de los métodos predictor-corrector estriba en el hecho de
que casi siempre se requiere una iteracién y que, por lo tanto, se requieren
menos calculos que en los métodos de Runge-Kutta {notese que para el método
de Adams se requiere calcular yml(O} y con este f‘ml(O) mientras gque para
las ecs, 4.25 se necesita valuar kz’ ks’ ¥ k4, lo que implica més operaciones

aritméticas).

También los métodos predictor-corrector tienen un aspecto a su favor en lo
referente al calculo de error que se comete con ellas, pues la forma de

determinar este error es simple.
4.8 Método de pardmetros indeterminados

Dentro de esta categoria de procedimentos se agrupa el método basado en el

calculo de variaciones {Ritz) y el de Galerkin.
4.8.1 Método de Ritz

Cuando un ajambre doblado en forma de una circunferencia se introduce en una
solucién jabonosa y se extrae, se observa que se produce una delgada pelicula
de jabén formando una superficie. Este experimento inspira el siguiete

problema:

Dada una curva cerrada encontrar la superficie limitada por la misma de modo

tal que su area sea minima cumpliendo con ciertas condiciones.

En calculo diferencial se estudia cémo encontrar un punto donde la funcién es
méxima o minima. Ahora no se desea definir un punto, sino una funcién que
cumpla con ciertas condiciones gque haga méaxima o minima una propiedad; esto

dltimo se estudia por medio del cédlculo de variaciones.

Algunos de los problemas del calculo de variaciones consisten en encontrar la
funcién (curva) que une dos puntos dados y que minimiza o maximiza una

integral, .
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Ejemplo 4.3.

Encontrar el arco y{x) que pasa a través de los puntos (0,1) y {1,2), que

minimiza

1 -

.2
J = ﬁ.‘!,_dx
o Y
Generalizandg se desea encontrar una funcién y{x) tal que Y,

_Vz{le de manera que para una funcion dada Flx,y,y'} la integral

x
2

J = J Flx,y,y') dx (4.51)
x

1

sea méaxima o minima. La integral que toma un valor numérico para

ciertas funciones y{x) se llama funcional.

Para encontrar la funciéon y(x) se propone que forme parte de la

- familia de funciones

Y(x)} = y(x) + enl(x) (4.52)
donde

n{xl} = n{le = 0 {4.53)
entonces

Yix) = y(x) + en(x) (4.54)

Y {x) =y {x) + en’{x) {4.55)

y(xl} ¥

se tiene que para £ = 0 se tiene la funcién que hace minima a 4.51 si se

reemplaza y y y’ en 4.51 respectivamente por Y y Y’, se forma la integral:
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X
2
J(e) =_j f(x,Y,Y" )dx (4.56)
x

H

Para encontrar un extremo {méximo o minimo) de Je), se deriva respecto a ¢ ¥y
se iguala a cero, tal como sucede en el cdlculo diferencial, asi:

2 +
di(e) _ (SF oY | aF Y yix = 0 (4.57)

de ay de ay’ dc
X

¥ el minimo es precisamente cuando:

4oy _ 0 (4.58)
de
segin 4.54 y 4.55
ay
3 = nx) (4.59)
ay’ ,
3e = v (x) (4.60)

considerando 4,59, 4.60, 4.54 y 4.55 para ¢ = 0, se tiene:

2

aJ(0) _ aF oF

e | Gyt oy (461
x3

PR

integrando por partes la segunda integral
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2
_ 3F 8F d aF
N —6—;—;-71()52) ay’-"("l) - x " dx [ ay’ ] dx
1
por 4.53
2 2
—%*.n’dx = - 7 g [ gF, ] dx (4.62)
x ¥y x x ¥
1 1
sustutuyendo 4.62 en 4.61
*2
_ aF d aF
oY= LC { 3y T Tdx [ TR ])dx

1
por un teorema del calculo diferencial que dice "$1 sz n(x) G(x) dx = 0
X
1

para xz>x1, siendo [(x) continua entre X ¥y x, ¥ n(x1]= 0, T.i[x2J= 0;

entonces G{x) = 0 entre x ¥ xz“

aF  _ d (
ay dx

aF

ay’) = 0

Esta es la llamada "ecuacién diferencial de Euler-lagrange".

Lo anterior es muy importante porque se afirma que cada funcional tiene
asociada una ecuacién diferencial de Euler-Lagrange, de tal manera gque la
funcién y(x) que hace maxima o minima a la integral jtambién es la solucién
de la ecuacién de Euler-Lagrange!. En ’otras palabras, para resolver una
ecuacién diferecial se puede buyscar su fupcional y al hacerlo maximo o minimo
se encuentra Ja solucién de la ecuacién diferencial. Esto altimo precisamente

proporciona un método de solucion de la ecuacién diferencial.
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Ejemplo 4.4,

Resolver la ecuacién -yy" = 1+y’2, donde y es tal que y(0) = 1 y y(2) = L

Para obtenér su solucién se puede hacer minimo su funcional
1 Y
J = Y ax
¥
0

El método de Ritz se resume en los siguientes pasos:

1.- Proponer el funcional asociado a la ecuacién diferencial,

y’ = flx,y), sea este
2
J = Flxy,y’ )dx (4.63)
X
1
donde
y(xl) =5 y(xz) =V, (4.64)

2. Escoger un conjunte de funcicnes linealmente independientes uo(x).
ul(x},...,u (x) tales que uo(x) satisface las condiciones 4.64 ¥y ul[x}.
n

uztx},...un(x} se anulan en (xl,yl) ¥ (xz,yz).

3. Formar la ecuacién aproximada

y = uo(x) + alul(x) + azuz(x] + ... +anun(x} (4.65)

4. Sustituir 4.65 en 4.63 e integrar. El funcional queda entonces en términos

dea, a,...,a.
1 2 n
5. Encontrar a, a,..,a que hace minimo el funcional.
n
6. Sustituir los valores obtenidos en la ec. 4.65, con lo cual queda
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definida la solucién aproximada.
4.8.2 Método de Galerkin

Como no siempre se dispone del funcional se ha propuesto otro método basado
en el principio de ortogonalidad de funciones, el cual dice que dos funciones

linealmente independientes p(x) y q(x) tales que cumplen con :

2
p(x) q(x} dx = 0

X
1

son ortogonales en el intervalo xls X = x,
El método de Galekin consite en los siguientes pasos:
1. Sean la ecuacién diferencial

Liy) - flx) =0 (4.66)

y(xll =y, y y(le =y, (4.67)

2. Escoger un conjunto de funciones linealmente independientes uu(x}, ul(x),
uz(x],...un(x) donde uotx] satiface las condicicnes de ,4.67 ¥ ul(x},

uztx)...., un{x) se anulan en {xl,yl) y {xz,yz).

3. Se forma la solucién

y= uo(x} + alullx) + azuz(x} +.... + anun(x} {4.68)

4, Sustituyendo 4.68 en 4.66

L Iu (xHa ulx)+ a u {x)+...+ a u {x)] - fix) = R{x)
0 11 2 2 nn
5. Las constantes a, az,,.,an se encuentran al considerar que Rix) es
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ortogonal con las funciones ul(x], uz(x],...u (x).
n

Esto es
2 R(x) u (x) dx = 0
x X7 9x =
1
2
Rix) u (x) dx = 0 (4.69)
x, 2
X,
I Rix) u {x) dx = 0
x N
1
6. Al resolver el sistema de ecuaciones 4.69 se encuentra a, a,.. a.
7. Sustituir los valores de a, a,.. a en 4,68, con lo cual queda definada

la solucién aproximada.
4.9 Ecuaciones diferenciales de orden mayor a uno

Una ecuacién diferencial de orden mayor a uno o un sistema de ecuaciones
diferenciales que involucran algunas derivadas de orden alto, puede
reducirse a un conjunto de ecuaciones de primer orden haciendo un cambio de
variables simple. La ecuacién de orden n:

{n-1)

y(n} = e, y,¥,¥" ,...¥ ) {4.70)

se transforma haciendo

y =g,
y' =g

(4.71)
Y=g =g,



Hnr H t

(n) s (n-1}

¥ = ... g = f(x..Y..'f’..V':---rY

n-1

Las ecuaciones 4.71 constituyen un sistema de ecuaciones diferenciales
ordinarias de primer orden y de cada una de ellas se puede resolver con
cualquiera de los métodos descritos. El célculo se hace en paralelo, es decir,
se realiza el calculo para el primer Ax para todas las ecuaciones antes de

pasar al siguiente, y asi sucesivamente.
Asi por ejemplo, en lugar de manejar la ecuacién

3 2
d’y d’y dy -
S bl{x) > * bz(x) + bS[x] y = R(x)

dx dx dx

bO(x)

s€ proponen las tres ecuaciones

dy
dx = g:
dg1
dx = gz
dg
2 _ H
ix = T 09 [R{x} - bl(x)gz—- bZ(x)gl— ’osix}y]

0

¥ si se utiliza el método de Euler para cada una de ellas, se tendria

yn+1 = yn + gl bx
n
gr‘l-|-1 = gl M gZ bx
n n
1
gz - gz * b (x )[R(xn} bl(xnlgz _bz(xn}gl _bS[xn]y]
n+] n 0 n n n



En el caso especial del método de Runge-Kutta de cuarto orden, para €l caso

de dos ecuaciones ordinarias de primer orden,

ecuaciones siguientes cuarto.

donde ¥ v u son

Sea

dy

dx = flx,y,u)
du
pr ol hix,y,ul
conocidas para x = x . En

2

se aobtiene el conjunte de

(4.72)

(4.73)

particular, las férmulasde

Runge-Kutta se generalizan como se presenta a continuacién

con

y

u

n+

n+1

h(xn+ Ax, Yot Axks, u + Axm3]

1 1 1 1
v yn+ ﬂX(‘—e—— kl+—3- k2+—3—- k3+T k " } (4.74)
1 1 L 1
= un+Ax(T m o+ 53— m +—m— m_+—— m4} (4.75)
= f(xn,yn,un} (4.76a)
_ Ax 1 1
= f(xn+ 5= Yot o &xkl, u_t—— Axml} {4.760b)
= f(x_+ Ax + L Axk U + —— Axm_) (4.76c)
n 2+ Yp 2 2’ n 2 2 .
= f{x + Ax, y_+Axk_, u_+ Axm_) (4.76d)
n n 3 n 3
= h(xn,yn,un} (4.77a)
=hix+ 2%y ol oAxk, u o+ Axm ) (4.775)
n 2 ' n 2 1’ n 2 1 ’
= h(x + Ax + L Axk U + —— Axm ) (4.77c)
n 2 ,yn 2 2! n 2 2 )
= (4.77d)
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De manera semejante puede usarse cualquiera de las otras férmulas de los

otros métodos.

Ejemplo 4.5.

Para conocer el funcionamiento de un pozo de oscilacién se utilizan las

ecuaciones dindmica y de continuidad que respectivamente son

th gAt

dt T TL ( Z-CQthtl)
dz 1

at " A (9 Q)

En la siguiente figura se incluye el significado de l[as literales a excepcion
de ¢ que es un coeficiente que incluye las pérdidas de carga por entrada al

tanque hi, friccion hf y entre el tunel y el tanque hv, ¥y t es el tiempo.

Para una manicbra de cierre instantaneo se considera que Q, el gasto en la
v

valvula, es igual a Qo si t= 0 e igual a cero si t> 0

P
"l

-__% e m e ———————

-

Variabiles del problema de un pozo de oscilacién
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con Q=0sit>20 v Q@ =0 si t= 0.
v v o

Las ecs 4.76 y 4.77 se aplican considerando como funciones de f vy h a las
anteriores, ‘en la inteligencia que para n = 0, QV=Q0 ¥ que para n = I, 2,.,

Q = 0, Para demostrar como se hace esto supéngase que se quiere calcular k2
v

y 1'1'1z para n > 0, de modo que

1 1
[(Zn+ T ﬂtmll"“ C(Q‘l + T

n n

1
Atk }|(Q, + —— Atk ) |]

2 L

Se aprecia que Qt corresponde a y, z a f# ¥y t a x en las ecuaciones del

método.

4.10 Errores en los métodos numéricos para resolver ecuaciones diferenciales

En la soluciébn de las ecuaciones diferenciales se entenderd que la
diferencia entre la solucién exacta de la ecuacién diferencial ( aquella
obtenida por métodos analitices con todas las cifras dicimales ) menos la
solucién obtenida con un método numérico con un ndimero limitado de cifras

corresponde al error total E(x).

E(x) = S{x) - P(x) (4.78)
donde

S(x) es la solucién exacta
P(x) es la solucién mediante e] método numérico con un

namero limitado de cifras.
Introduciendo Q(x), la solucién mediante el métodc numérico con todas las
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cifras necesarias en la ec. 4.78:

E(x) = Sfx) - Q(x) + Qlx) - P(x])

Llamado error de truncade o discretizacién a Dix) = S{x) - Q{x) y error de

redondeo a R{x) = Q{x) - P(x) se tiene

E(x) = D(x) + R{x) {4.79)

Etx) = Dix1] + Rix)

E(xl*k

P  Ax My ERROR
—Z  ToTaL

.7 “~._ BxM; ERROR DE
T2 TRUNCADO

\: L P ERROR DE

A / ax REDONDEQ
. : ~
e

< = = >

ax OPTIMO ax

Figura 4.8. Comportamiento del error total

En la eleccibn del tamafioc del intervalo de integracion Ax aparecen
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involucrados estos errores, ya que por un lado , al asignar un valor "grande"
a Ax se comete un error de truncado grande (a continuacién se discute porqué)
¥ si por otra parte se escoge, unc muy pequefio puede haber error mayor, por
despreciar ' cifras decimales significativas para nameros pequefios {error de

redondeo), fig. 4.9.

l.a eleccién del valor optimo de Ax no es sencilla, lo mas wusado en la
practica es escoger un Ax relativamente pequeiic y aplicar el procedimiento
numérico, luego se toma otre Ax menor y se utiliza el método otra vez; si los
resultados no difieren mucho, se acepta alguno de los cdalculos como bueno; en
caso contrario, se escogen otros dos valores de Ax: si no se llega a un
resultado adecuadc se suspende el calculo y se evalla si conviene probar

otro método numérico diferente.

En atencién al error de truncade, la ec. 4.8 dice:

Ax® Ax®
yn+l=yn+ﬂxy{xnj+ 2! ¥ (Jr'f)+3!

ynnﬁx ) ..,

Al compararla con la ec, del método de Euler, se observa que ésta no toma en
cuenta los términos de segundo orden en adelante de la serie, es decir, la ec.

4.8 se ha truncado ¥y ello implica un error de ese tipo.

Segin la serie de Taylor, el error de truncado es tal que:

a%y(&) Ax (4.80)

dx 2 max 2

D(x) =

con

Suponiendo que:
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2
_‘1_3'_'_;,‘3)1 =M
dx

| max

En el primer intervalo de integracion e! error de truncado es

z
{1y Ax
dl =M 2

En el segundo intervale vuelve a aparecer un error de truncado. Sea

_ 42y bpx
d,=M 2
suponiendo que Mm = Mm = M para cualquier iteracidén se tiene que
2
Ax
di = M >
2 2
d +d = M-2 o M BX _yma?
2 2 2 2

también

d+d +d = M Ax?
1 2 3 2
¥ asi sucesivamente, hasta que en la iteracién N (N >3) e! error acumulado

vale

M 2
d1+dz+d3+' .. +dN-N—2-—- Ax (4.81)

Por otra parte:
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[l

X
"
X
+
-3
L

®
I
®
+
>
*
Il
®
+

N 0
N i (4.82)
Sustituyendo 4.82 en 4.81
d +d_+d +...+d=(x—x)LMAx
1 2 3 N N 0’ 2
si
d =d +d + +d
T 1 2 N
¥
M2 = {xN- xo} M
entonces el error acumulade de redondeo es
Ax
=7 M, (4.83)

Y se afirma que en el método de Euler el error acumulado de truncado es
proporcional al tamafio del intervalo de integracién Ax. En general, se ha
notado que este error, tratandose de ecuaciones diferenciales ordinarias es

mas importante.

Se puede demostrar o encontrar en textos especializados los errores
acumulados de truncado para cada uno de los métodos aqui descritos. Seghn la
potencia a la que aparece Ax en la expresién del error se dice el "orden del
método”, que tendrd un menor error de truncadoe mientras mayor sea el orden
(sz, si Ax es menor que ! es mejor que Ax). En la tabla 4.1 se reporta el

orden de algunos métodos.



Método Orden
Euler
Euler -Modificado 2
Heun 2
Nystrom 2
Serie de Taylor 2,3,4,..seglin el namero de términos
Runge-Kutta 2,3,4,5
Adams 2,3,4,5 segin se especifique
Predictor-Corrector 2,3,4,5

Tabla 4.1. Orden de algunos métodos

4.11. Ejemplos

Ejemplo 4.6.

Calcular el transito de una avenida a través del almacenamiento mostrado en
la fig. 4.9. Se sabe que el gasto de la avenida es constante e igual I = 10

m°/s ¥y que el gasto que sale del almacenamiento estd dado por la ecuacidn:

Q=CayV 2gh = 5h (m°/s) (4.84)

El &rea de la base del almacenamiento es de 100 mz. El nivel en el

almacenamiento al tiempo t = 0 s es de h = 16 m.

Solucién: Se trata de resolver la ecuacién de continuidad:
dv
11 =] ~-Q
£oimo
v= A(h + 6}
asi
dv = A dh
dh _ I -0Q
dt A

sustituyendo valores y la ecuacién del gasto de descarga.
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sustituyendo valores y la ecuacién del gasto de descarga.

™

I

[

(

}

|

<

Al
o v

-~
‘_mxi:l‘
3

AN
\\
&

o

Iom

|:—|o|n—-1\</

Figura 4.9. Depésito con orificio

é—'ut‘ =0.1-005vh (5.85)

La solucién consiste en resolver esta ecuacién diferencial ordinaria no
lineal
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A) Obtencién de la solucidén exacta de la ecuacion diferncial:

dh _51-005vh

dt

Por separacién de variables:

dh

0.1 -0.05v h

integrando

dt

]

si

x =h
2x dx = dh
asi:
[ dh _J 2xdx
T | 8.1 - 0.05x
0.1 - 0.05v h
como
x dx _ x b 1n (ax + b)
ax + b a
entonces
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-2 x dx -2 x 0.1 In (0.05x-0.1)
0.05x - 0.1 0.05 0.0025

- 40x + 80 In (.05x- 0.1)

por lo tanto

J dh -40vh -8 1In(0osvh -0.1)=
0.1 -.0.05v h

como h =16 parat =20

c=0-40vV 16 - 80 In (0.05Y 16 - 0.1) = 24.20287

la solucién es:

t=-24206807-40vVh -8 In(O0SYh -01)
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B) Comparacién de los resultados del Método de Euler en distintos intervalos

de tiempo y la solucién exacta,

hn
tiempo At=1 At=2 At=3 At=4 EXACTA

1 15.9 15.90031
2 15.80063 15.8 15.80125
3 15.70188 15.7 15.70280
4 15.60375 15.60251 15.6 15. 60498
5 15.50624 15.50777
6 15.40835 15.40751 15.41118
7 15.31308 15.31520
8 15.21742 15.21498 15.21006 15.21983
9 15.12237 15.116%0 15.12507
10 15.02793 15.02492 15.03092
11 14.93410 14,93738
12 14.84088 14.83730 14.53369 1483006 14:84443
13 14.74826 14.75209
14 14.65624 14.65211 14.66035
15 14.56483 14.55598 14.56920
i6 14. 4740} 14,46933 14. 45987 14.47865
17 14.38378 14.38869
I8 14.29415 14.28894 14.28369 14.29933
19 14.20511 14.21055
20 14.11667 14.11093 14.01679 14,1223 14.12236
21 14.01679
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C} Comparacién de los resultados del método de Euler mejorado y la

solucién exacta. Valores de hn.

tiempo .A‘t=1 At=2 At=3 At=4 Exacta
1 15.90031 15.9003
2 15.80125  14.80125 15.80125
3 15.70281 15.70283 15.70280
4 15.60498  15.60499 15.60503 15.60498
5 15.50778 15.50777
6 15.41118  15.41120 15.41122 15.41118
7 15.31521 15.31520
8 15.21984  15.21986 15.21994 . 15.21983
9 15.12508 15.12514 15.12507
10 15.03095  15.03095 15.03092
11 14.93738 14.93738
12 14.84444  14.84447 14.84452  14.84459 14.84443
13 14.75210 14.75209
14 14.66036  14.66039 14.66035
15 14.56921 14.56931 14.56920
16 14.47866  14.47870 14.47885 14.47865
17 14.38871 14.38869
18 14.29934  14.29938  14.29945 14.29933
19 14.21056 14.21055
20 14.12237  14.12242 14.12260 14.12236
21 14.03489
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Ejemplo 4.7,

Encontrar una solucién aproximada de la ecuacién ¥ '+y = x la cual pasa por

(0,0} vy (1,0) sabiendo que tiene asociade el funcional L

J = J [y’z—y2+2xy)dx.
o

Solucién: (Métedo de Ritz, inciso 4.8.1)

Sea la solucién del tipo y = uo(x} + alul{xJ. donde uo(xo} =0 ¥

ullx} = x - x°, ya que uo(x} satisface las condiciones ¢(0) = 0 y ¥(l1) = 0, ¥y
la funcién u(x} se anula en (0,0) y (1,0), es decir u (0) = 0 - 0%= 0y

u@) =1 -1 0

y = al[x_ xz) (o)

El problema consiste en encontrar el valor de a con base en la ec «

y' al{l—-ZxJ i,

y" = af(l-Zx)z = af(l— dx + ax®)

» ... B
Yz = af(xz- 2x3+ xh
2xy= 2a1{x2 - x°) J

sustituyendo las ecs. 8 en el funcional
1

J= ‘[ [af(1—4x+4x2} - af(xz— 2x3+ 4x4] + 2a1(x2-x3)}dx
0

Integrando
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] = af[x—2x2+ —z— xS];— af{ é X é x e z x_.—,]; +2a1[%x3— %x"];
3= al1-2s - - af[% - ae =l 1e 28 [ - )
Para hacer minimo el funcionat

8]
3a =0
asi, con base en la ec. (8)
al 3 1 _
2 215 * 5 =0
I
5 1 6
a = o~ S
t 18

entonces una solucién aproximada de la ec. diferencial es:

(x-x")

=
!
!

18

Ejemplo 4.8,

Encontrar una solucién aproximada de la ecuacién y'* + x = O de manera que

y(1) =0y y(2) = -1
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Solucién: (Método de Galerkin, inciso 4.8.2)
Como no se dispone del funcional se procedera mediante al método de Galerkin.
Se supone una solucién del tipo y = uolx}+alul(x} siendo uotx}= lI-x y

uI(x} = x%3x +2 pues uo{l} =0y u0(2]= - 1; y tambien ul(O) =0y u1(2)= 0
de modo que

y=i{-x)+ aI(xz— 3x+2) (o)

con base en la ec. o

-
"

T= -]+ aI(Zx - 3}

" = 2a ' ...(B)

1

al sustituir la ec. B en la ec diferencial

Zal-i-x#O

2&11 + x = R(x)

Por lo que

R(x)u1 {(x)dx ’-2

1 1

i

= ZaI(x2—3x+2}+(x3—3x2+2xldx =0
1

(2a1+xi(x2-3x+2]dx
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de modo que

xs 2x? 2
29.1[—-—-3 -3 +2x]
1
1 1
= 2,5 v
a
1 I _
= - 3 + Z =0
a= -3
1 4

por lo que la solucién aproximada es

y=(1-x)+

i (x?- 3x + 2)
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5 ECUACIONES DIFERENCIALES PARCIALES

Una ecuacién diferencial parcial es aquella en la cual aparecen derivadas
parciales dé una funcién desconocida con respecto a dos o méas variables

independientes. Un ejemplo de una ecuaci6n de este tipo es:

2
az 8°h - dh (5.1)
2 at
ax

La solucién. de una ecuacién diferencial parcial en una regién R es una
funcién definida en esta regién R, al igual que todas sus derivadas parciales
y la funcién reduce la ecuacién diferencial a una identidad en cada punto de

la regién R. Se dice que esta gmcibn satisface la ecuacién en R.

El orden de una ecuacién diferencial parcial corresponde al mayor nameroc de

veces que se ha reiterado la derivacién de uno de sus términos.

Una importante propiedad de las ecuaciones diferenciales parciales es la
linealidad. Por definicién, una ecuacién diferencial parcial es lineal para

L;(x,y] si tiene la forma:

n+m

] 8 - glx,y) , (5.2)

o ax" 3 ym

1 =
Ll e B

a m(x,y)

donde anm(x,y) y g{x,y) son funciones conocidas de x y y; N, M son constantes

enteras positivas. (Se acepta que 8% - u] cuando glx,y) = O se dice que
0, 0
ax 8y
también la ec. 5.2 es homogenea. Como en el caso de ecuaciones diferenciales
ordinarias, el principio de superposicién rige para 5.2. Sea el conjunto de
funciones ul(x,y), uz(x, ¥),...,u (x,y), soluciones también de 5.2 para
P

cualquiera de ellas asi:
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M M n+m
8 u )
) ) a Gy =0 4=12,. .,p
n=0 m=2o0 ax“ay"‘
entonces si a, a,...,a son constantes cualesquiera, por sustitucién

. oo
directa en 5.2 se demuestra que

uUu=u+au+all+...+au
11 22 PP

también es solucién de 5.2,

-
-

Sean las siguientes ecuaciones diferenciales parciales

xzu + u - rrzu +3u-—u=¢e" (5.3)
XX Xy ¥y x
z 2
oY + 8 ¥ =0 (5.4)
dx 3y
f‘tt - kf =0 (5.5)
u -u - {x+y}2u = e (5.6)
XYy x
U =u - (x+ydu® = ¥ (5.7)
XYY X
i
f - f =0 (5.8)
XX 2 tt
c
2
f -(f )" =1 {(5.9)
XX X v

Son ecuaciones diferenciales parciales lineales, 5.3, 5.4, 5.5, 5.6 y 5.8 de

estas, son homogéneas 5.4, 55 y 5.8. Nétese que 5.7 es no lineal porque la
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funcién ulx,y) aparece a una potencia diferente de la unidad y que la 5.9 es

no lineal porque tiene una derivada al cuadrado.

Raras vecés se puede hacer un proceso formal en ecuaciones nc lineales,
afortunadamente, muchas de las ecuaciones de interés practico son lineales o

casi lineales.
Una clase de ecuaciones que es frecuente encontrar son del tipo

2 2 2
A af + B a’f ' C a f +D6f + E af +Ff+G =0

axz dxay ayz dx ay (5.10)

Cuande A, B, C, D, F y G son funciones de x e y, corresponde al caso de una
ecuacién diferencial parcial lineal de segundo orden, como se dijo antes.

Pero si estas funciones dependen de x, y, I, se dice cuasi-lineal.

. . ; 2 ’
La ec. 5.10 se dice que puede ser de tres tipos segin resuiten ser B™- 4AC

respecto a cero, esto es, si

B2-4AC<0 es eliptica
B -4AC =0 es parabélica
B® - 4AC > 0 es hiperbélica

en atencién a esta clasificacién la bisqueda de la solucidon puede ser con

métodos diferentes, como se verd adelante.

De acuerdo con esto, la ec. 5.4 es eliptica (es la ecuacién de Laplace}, la ec.
5.1 es parabdlica (ec. de calor o difusién) y la 5.8 es hiperbolica (ec. de
la onda).

En la ingenieria muchas de las ecuaciones diferenciales parciales son

dificiles de resolver o bien no estan resueltas por métodos analiticos,

Algunas veces se ha encontrade su solucién para condiciones iniciales o de
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frontera particulares; sin embargo, algunas de estas soluciones no son Utiles
en la practica Para resolver las ecuaciones diferenciales parciales se puede

recurrir a varios meétodos numéricos

5.1 Diferencias finitas

El sustituir las derivadas por cocientes de diferencias en las ecuaciones
diferenciales hace posible, en muchas ocasiones, encontrar una "solucién"
que si bien no cumple exactamente con la ecuacion diferencial, desde un

punto de vista practico se ioma como tal.

Los cocientes de diferencias de valores de la funcién que sustituyen a las

derivadas se ilaman diferencias finitas.

Considérese 1a serie de Taylor de una funcién T en la variable z

ﬂzz A 3 4
£ (z+82)=f (2)+1 " (2) 824" (2)——+f"" () 62 +0(az")

{5.11)

siendo O (Az") el "error de truncado en la serie de Taylor de orden n"; por
haber despreciade ios términos que involucran derivadas de orden n en

adelante. Por otro lado Az es un incremento del valor de z.

Si en la ec, 5.11 se considera primerc z = x vy Az = Ax y luego, z = x ¥
Az = - Ax se obtienen las ecuaciones:
Ax? ax> 4
flx + Ax) = f(x) + £’ (x)Ax+7"(x) > +H" (x) =+ Ol(ﬂx )
(5.12)
Ax? Ax® a
fix - Ax)} = f(x) -f’(x)Ax+ "(x) 5— = f"’(x)—6+ Ozlax )
{5.13)

Si en las ecuaciones 5.12 y 5.13 no se toman en cuenta los términos de
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segundo orden en adelante y se despeja a la derivada se obtiene

2
Fix).= f{x + Ax) - flx) _ Oi{ﬂx)
xJ.= Ax Ax (5.14)
0 (ﬂxz)
£ (x) = 10 ‘ﬁit" -4x) ZM (5.15)

Cuandoc se eliminan los términos de orden 3 en adelante en las ecs. 5.12 y

5.13, se resta la ec. 5.13 a la 512 y se despeja a la derivada de primer

orden, se llega a:

3 3
flx + Ax) - f(x -Ax) . Oz(ﬂx b - Ol[Ax )

2Ax 27Ax (5.16)

f'({x) =

Sean los errores de truncade de las ecs. 5.14, 5.15 y 5.16 pequefios, por los

que al despreciarlos se tiene:

£r(x) = 10X * 8x) - flx) (5.14°)
Ax
£ (x) = X)) = Tlx - Ax) (5.15")
Ax
£ (%) = flx + Ax) - filx-Ax) (5.16")
28x

Los numeradores de las ecs. 5.14°, 5,15 y 5.16’° constituyen las llamadas
diferencias derecha, izquierda y central respectivamente; lo anterior también

se presenta como
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Af(x) _ flx + dx) - fix) (5.17)

Ax - Ax

viix) _ fl{x) - f{x -Ax)

A = i (5.18)
af(x) _ fix + 8x) = f(x - Ax)

o = > A (5.19)

Los simbolos 4, ¥, & tambien corresponden a operadores sobre {(x}.
Ejemple 5.1

Calcular la derivada de f(x) = x° en x = 2 por las aproximaciones de
0.5 y b) Ax = 0.1

il

diferencias finitas a las derivadas para a) Ax

Solucién:
flx) = x°
flx + Ax) = (x+hx)’
flx ~ 8x) = (x - Ax)°
x =2

flx) = f(2) = 2° = g
a) Para Ax = 0.5

fix + Ax) = £(2+0.5) = (2.5)° = 15.625
flx - Ax) = £(2 - 0.5) = (1.5)° = 3.375

b) Para Ax = 0.1
f{x + Ax) = £(2+0.1) = (2.1)° = 9.261
f(x - Ax) = £(2 - 0.1) = (1.9)° =6.859

1. Diferencias hacia adelante:

fix + Ax)} - flx)

f7(x) = Ax

l.a) Ax = 0.5
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15,625 - 8

f(2) = 55 = 15.25
1.b} x = 0.1
£1(2) = 9.261 - 6.859 = 12.61

0.1

2. Diferencia hacia atras.

fix) - f{x - Ax)

f'ix) = X
2.a) Ax = 0.5
. _ 8 - 3.315 _
2.b) Ax = 0.1
s _ 8- 6.859 _
°(2) = —a i = 11.41

3. Diferencia central

fix + ax) - f{x-Ax)

f'ix) = "

3.a) Ax = 0.5
15.625 ~ 3.375

£r(2) = 5(0.5) = 12.25
3.8) Ax = 0.1
£7(2) = 9.261 - 6.859 _ 12.01

2{0.17}
La derivada exacta corresponde a f’(x) = 3x? en x = 2,

£(2) = 3 (2)° =12

Se puede observar que en este caso particular la mejor aproximacién es la
diferencia central. Al comparar los resultados para los intervalos 4x, se

aprecia que conviene utilizar el intervalo menor, como era légico -suponer.
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En la fig 5.1 se representa a la funcién f{x). En ella se pueden ver tres
rectas cuyas pendientes corresponden a las aproximaciones de las derivadas
anteriores; es decir, las pendientes de las rectas AB, BC y AC son las
aproximaciones con diferencia izquierda, derecha y central. Observese que la
aproximacién con diferencia central se acerca mas a la exacta, que aparece

con linea punteada.

Cuande se trata con derivadas parciales, las aproximaciones anteriores
también tienen vigencia, salvo que hay que tener cuidado en modificar a las
variables requeridas, esto significa, por ejemplo, para una funcién de dos

variables, las diferencias hacia adelante respecto a x y t serian:

ar fix + Ax,t) - [{x,t)

{ T At (5.20)
af fix , t + At) - fix,t)

( e X (5.21)

de igual manera se podria obtener las diferecias central o hacia atrés.

f (x}

f {x4+4x)

A
fIx-ax) ¢ (x) JL
by 5

X—AX X L+48% x

Figura 5.1. Aproximaciones a la derivada

116




DERIVADAS DE ORDEN DOS EN ADELANTE

En funcién de los operadores involucrados en las ecs. 5.17, 518 y 519
pueden pldntearse las aproximaciones a las derivadas de orden dos en

adelante, sin embargo, es preferible utilizar la serie de Taylor.

Para mostrar como se obtienen las aproximaciones de las deérivadas se

plantear& encontrar expresiones aproximadas para

Si se suman las ecs, 5.12 y 51.3 se tiene:

FOordx)+f (0-Ax) = 2f(x)+f" (x)ax + O, (Ax )*

{5.22)
donde
0_(ax") = 0 (ax") + o_(axh (5.23)
De la 5.12 se tiene :
£7(x) = flx -Ax) - 2f‘£x) + flx +8x) | 9 (ax} (5.24)

Ax

si se desprecia el error Oatnx}qy se considera que f(x,tY con base en la

ec. 5.24 se tiene:

{5.25)

2

[ 8% ] _ flxbx,t) -2f(x,t)+ flx+hx,t)
t Ax

Por lo que se refiere a la otra derivada de interés.

Al restar la ec, 5.13 a la 5.12 se tiene:
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flxs

f(x +Ax) = f(x -Ax) = 27 (x)Ax +f'7 ' (x} 3

+ o4mx‘J (5.26)

con

o4(ax41 = 0 (ax) - ozmx“) (5.27)

Si se sustituye en la ec.5.14 en la ec 5,26

3
£(x +8x) - T(x -Ax) = 2 f{x +Ax) - 2f(x}+ f'”(x)gx + 0, (ax")
- Ol(sz}
Al despejar £'’’(x)
-1 fix <o) + Zfix)- Lflx vax) O (Ax®) - 0 (Ax)
s 3 3 3 1 4
f "(x) = + 3
Axa 3Ax
{5.28)
si se desprecian los errores
-1 fx -ax) + 2 1(x)- L r(x +Ax)
"ws 3 3 3 (5.29)
" (x) =
ﬁxs

Las ecs 5.25 y 5.29 son las aproximaciones buscadas. Nétese que al igual que
con las derivadas de primer orden, pueden plantearse varias aproximaciones a
las derivadas, como hubiese sido si en lugar de sustituir la ec, 5.14 en la ec.
5.26 se sustituye la ec. 5.15 en la ec. 5.26. Desde luego, agqui también habra
mejores aproximaciones que otras, dado que mientras mas chico sea el error de
truncado la diferencia entre la derivada y el cociente de diferencias sera
menor ¥ se hard una méas adecuada aproximacién (desde el punto de vista de

discretizacién, como se discutiré después).
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Ecuaciones diferenciales parciales parabolicas.

Sea el problema de flujo con potencial mostrado en la fig 6.2, Se desea
calcular la. posicién de la linea de saturacibn Q'PQ en el transcurso del

tiempo.

La ecuacién diferencial que describe el problema es:

=

éh _ 2 &

™~

ax

siendo

(5.31)

donde
k coeficiente de permeabilidad
s rendimiento especifico (cociente, del volumen que puede
drenar entre el volumen total de la muestra).

h nivel promedio en el espacic y el tiempo de h.

Se puede ver que se trata de una ecuacién diferencial lineal’de segundo orden

parabélica, ya que al comparar la ec. 5.30 con la ec. 5.10 se tiene:

A=za.2
B=20
C=0

B? - 4AC = 0°-42%(0) = 0

Se ocurre sustituir las derivadas de la ec. 5.30 por diferencias finitas. 5i

se representa @ dh en funcién de una derivada hacia adelante y a a’h por

at axz

una ecuacioén similar a la 5.24, se obtiene:;
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t=(
PHC h

e
-
X

Figura 5.2. Problema de flujo enire drenes

hix,t+Ax) - hix,t) _ 22 h(x-4x,t) -2h(x,y)+ hix+Ax,t)

At sz

{5.32)

Con objeto de simplificar la escritura se ’propone la siguiente notacidn:
x = mAx x + Ax= (m+l)Ax x-Ax = (m~1)Ax
t = pAt t +At = (p+1)at

hix,t) = h{max,pAt) = h
m,p

de modo que la ec.5.32 se puede escribir:

=h h -2h +h
m,p+1 m, p 2 m-1,p m,p m+l,p
= a
At 2
BAx

(5.33)

o bien:
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= Ah . +(l—2)l]hm + Ah (5.34)

m,p+l m-1,p P m+l,p

siendo:

2
A =2 ﬁz (5.35)
Axc
Para cdlculos con caiculadora o para la escritura de un programa de cémputo
es util representar la ec. 5.31 por la "molécula" de la fig. 5.3. En la

molécula aparecen en los "atomos" los coeficientes de distintos valores de la

funcién.,

m, p+ !
O——E—O
m-1l, p m, p m+l, p

Figura 5.3. "Molécula de calculo" de la ec. 5.31

Ejemplo 5.2

Para la aplicacién de la ec. 5.34 considerese que en la fig. 5.2 la longitud
L se divide en cuatro tramos de longitud Ax, en x= 0y x =L la carga h es
nuia en todo tiempo y las cargas en el tiempo t = O son en x = Ax, h = 1.5

en x = 2Ax, h=2yenx =3Ath=15 At=1s5 ¥ a’/bx® = 0.5 I/s.
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Asi se tiene A = 0.5 y

=0.5h + 0.5h

m,p+l m-L.p w+l,p
Param=l, p=1

h = 0.5h +0.5h = 0{0.5)+(0.5)2 =1
1,2 0,1 2,

Para m

3
N
o
I
—_

h__= 0.5h + 0.5h_ = 0.5(1.5)+0.5(1.5) = 1.5
2,2 1,1 3,1

Para m

l
»
=

]
—

h2’3= 0.5h2,1+ 0.5h4’1= 0.5(2) +0.5(0) = 1

De esta manera, se han obtenide los valores consignados en la siguiente
tabla:

t p m= m=1 m= m= m=4
0 0 0 1.5 2 1.5 0
1 1 0 1 1.5 1.0 0
2 2 0 0.7 1.0 0.750 0
3 3 0 0.50 0.75 0.500 0
4 4 0 0.375 0.5 0.375 0

Asi, en el tiempo t = 4 s, las cargas serian

77777773 [T

Figura 5.4. Variacién del nivel entre drenes
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Hasta aqui todo parece sencillo, sin embargo, cuando se escoge un intervalo
de tiempo At = 25 a efecto de llegar con menos cdalculos al tiempo t = B8s,

sucede que A = | ¥y entonces:

=h -h +h
m,p+l m,p-1  m,p mn.p+l

¥y por tanto

t P m= =1 m= m= m=
o 0 0 1.5 2 1.5 0
2 1 o 0.5 1 0.5 o
4 2 0 0.5 o 0.5 0
6 3 0 -0.5 0.5 -0.5 0
8 4 0 1 -1.35 1 0

Se aprecia que las cargas suben y bajan, y no corresponden al problema
fisico. Por lo que se destaca la importancia de la seleccién del intervalo de
‘tiempo, pues a veces no se 'estd encontrando una solucién aproximada a la

ecuacion diferencial.

La ec 5.34 recibe el nombre de esquema de diferencias explicito, en la
ecuacidn sélo aparece una incégnita y para valuarla no se necesita resolver

sistema de ecuaciones alguno.

Siguiendo con la solucibn de la ec. 5.30, si ahora la segunda derivada

respecto a la distancia se representa como:

2h + h
m-1,p+] m,p+l  m+l,p+l (5.36)
2

axz ]t=t+nt Ax

y la derivada respecto al tiempo se aproxima como antes, otra versién en
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diferencias finitas de 5.30 es:

h - + 2h + h
m,ptl m,p 2 m-1,p+l m,p+1 m+1l,p+1
At = 2
Ax
o bien:
Ah - (1+42a)h + Ah =-h (5.37)
m-1,p+1 m,p+1 m+1l,p+l m,p
siendo:
2z
a=-2 “; (5.38)
Ax
Ejemplo 5.3

Para la fig 5.4, también con L. = 4Ax y las mismas condiciones de frontera

del ejemplo 5.2; el esquema 5.37 se plantea de la siguiente manera:

Para p=20

m=1 Ah =(1 + 2A)h + Ah_ = -h
0,1 1,1 2

1,0
(5.39)
m=2 ah -1+ 23)h. + Ah_ = -h
L1 2,1 3,1 2,0
m=23 Ah, ~(1 + 2A)h_ + Ah. = -h
2,k 3,1 4,1 3,0
come per las condiciones de frontera, h0 1=h4 = 0, las ecs. 5.39 forman un
sistema de ecuaciones lineales con incognitas hl 1,h2 LY h8 , para conocer

su valor se necesita resolver tal sistema en cada tiempo.

Los esquemas de diferencias finitas como el de ecs. 5.39 se llaman implicitos
porque en ellos aparecen mas de una inctgnita y por lo tanto para conocer su

valor se necesita resolver un sistema de ecuaciones.
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Para la ec 5.37 la molécula de calculo aparece en la figura siguiente

A -1(1 - 2a) A
m- L,p +1 m,p + 1 m+ Lp +1
-1
m,p

Molécula de célculo de la ec. 5.37

La ec. 5.39 se puede escribir en forma matricial como:

-(1-22) A 0 h -h
1 1 1,% 1,0

A -(1-2A) A h =1{ -h
2,1 2,1

0 A -(1-2x) h -h
3,1 3,0

o en forma abreviada:
[A] Ihll = -{hol

a resolver el sistema anterior se conoce [hI]; para el siguiente intervalo

d tiempo.

{Al [h,] = -[h ]

n.evamente al resolver el sistema, se obtiene [h2], y asi se puede proseguir

125



hasta el tiempo de interés.

Dos comentarios adicionales sobre este esquema son:

a) Este problema se puede simplificar si se toma en cuenta la simetria y se
. L

resuelve sclo la mitad de x = 0 a x =—- con lo cual se reducen las

incognitas (aunque requiere cambiar la condicién de frontera derecha)

b} El sistema de ecuaciones anteriores se puede resclver mediante el método

de la matriz inversa, asi:

-1
h = [A]"-h]
-1
h = (Al [—hl]
-1
h = [A}] "I-h ]
+1 ]
y entonces la matriz inversa se calcula solo una vez, para p = 0, ¥y luego

para p =12,3,...ya sblo se efectua el producto de ello para el vector

obtenido previamente.

Ejemplo 5.6

Para drenar un terreno de cultivo se han hecho dos canales paralelos a una
distancia de L = 16m. El suelo tiene un rendimiento especifico de 0.10 y un
permeabilidad de 0.2 m/hr. El nivel freatico promedio es de 0.5m. Se sabe que
h
t = 0.

z
Oen x =0y x =L y que las condiciones iniciales son h = 4x{l-x)/L" si

Obtener el cambio, en el tiempo, de la superficie freatica.
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Solucién

La ecuacién por resolver es:

éh 2 8%h
= 3 2
at ax

dividiendo la distancia en 10 tramos de longitud Ax = 1.6m se tiene:

2

z _ {0.5)(0.2) _ m
a = 0.1 =157
% = a® Dt

T Ax

escogiendo At = O 0.42667 hr, A = 1/6.

Por simetria se resolvera sélo la mitad, asi la ec.5.34 resulta:

1 2 1
be™ 5 Moyt T Popt 6 Pman
para p = 0O
sim=1
h, = —— (0) + —2— (0.36) + —— (0.64) = 0.34667
1,t 6 3 ) &6 ) )
sim= 2
h = — (0.36)+—2— (0.64) + —— (0.84) = 0.62667
21 6 3 v 6 .
sim=23
h = — (0.64)+ -2 (0.84) + —— (0.96) = 0.82667
3,1 & ’ 3 ) 6 ’ )

¥ asi sucesivamente se obtiene
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Tiempo m

(horas) p 0 1 2 3 4 5 6
Q o o 0.36 0.64 0.84 0.96 1 0.84
0.427 1 0 0.34667 0.62667 0,82667 0.64667 .0.986467 0.94667
0.853 Z Q 0.33556 0.61333 0.81333 0.93333 0.97333 0.93333
1.280 3 o] 0.32593 0.60037 0.281000 £.92000 O0.96000 0.92000
15.360 36 0 0.17653 0.33568 D.46184 0.54276 0.57061 054276

NoTA:h =h ,h=h , h=h_, h=h
6 4" 71 3" 8 2 9 1

La ecuacion diferencial del ejemplo para las condiciones de frontera e

iniciales tiene como solucién a :

—(2i+1)21r2p

h _ 33 Z 1 S 6m2 cen {21+l};}mAx
m-P ™ i =1 (2i+1)
h h h h h p A Métado
1 2 3 3 5+ -

0.17665 0.33570 0©.46187 0.54278 0.57065 36 1/6 explicito
0.17362 0.33398 0.45957 0.54014 0.56700 18 1/3 expllcito
0.17480 0.33203 0.45752 0.53711 0.56543 12 1/2 explicite

0.07684 0.11140 ©,20124 0.18005 ©.24875 28 0.55% explicitoe

0.17793 ©.33826 ©.46526 0.54664 0.57465 72 1/12 Implictte
0.17839 0.33911 0.46637 0.54790 0.5759%6 36 1/6 Impllicito
0.17931 0.34079 ©0.46838 0.55039 0.57853 18 1/3 implicite

0.18073 0.34246 0.47075 0.55282 0.58tD04 12 1/2 1implicite

0.18093 0.34736 0.47706 0.55985 0.58858 5 1 implicite
0.18824 0.35672 0.48888 0.57284 0,60159 3 2 Implicito
0.20682 0.38811 0.52741 0.861462 0.64426 1 & implicito
0.17655 0.33541 0.46188 0.542830 0.57066 - = gol. exacta
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Se ha resuelto el ejemplo para diferentes valores de At usando los esquemas
explicito e implicitc para un tiempe y = 15.36 horas y se comparan los

resultados con la solucién exacta.

De los resultados anteriores se observa que en el esquema explicito se
requiere que el intervalo de tiempo sea pequefioc y puede dar valores ilégicos
para cierto tamafio (A=0.55). El esquema implicito no presenta “este dltimo
problema pero también a medida que se aumenta At se encuentran resultados mas

apartados de los exactos.

Adelante se verd que el esquema explicito requiere que:
A =05

y el implicito que
A>0

¢ sea que practicamente no existe restriccién, aunque si es conveniente que
sea A pequefioc a efecto de no tener un diferencia grande respecto a la

solucion exacta (luego se discute el porqué).

APROXIMACION DE PROMEDIOS PESADOS

Aunque el método explicito es simple de usar tiene el inconveniente de
requerir un paso de tiempo At muy pequeiio. A efecto de reducir el volumen de
cdlculo se sugiere una aproximacién mas general de diferencias finitas a la

ec. 5.1 mediante
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h h
8f - m, p+l m, p {5'4_01

ax At

2

: 12:l = l2 8(h -1 +1_ Zh l*hmfl +1
Sx Ax m=-1i,p m,pt WP

(1-e)h_ ~2h _ +h | (5.41)

donde O 5.8 =1

Se observa que esta Gltima ecuacién corresponde a un aproXimacion a la
derivada segunda respecto a x (ec. 5.24) tanto para t = pAt como para - -

t = (p+1)At y que ambas se promedian de acuerdo al valor del factor 6. Si se
desea darle mayor importancia a la aproximacién en t = (p+l)At, & adquiere un

valor mayor a 0.5 ¥ menor o igual a 1.

El esquema de diferencias finitas resulta ser:

) +

+h
m=1,p+1 m,p+l m+1,p+l

- h =A [B(h ~2h
m,p+l m,p

(i-8)(h -2h (5.42)
m-

+h )
Lp m, p m+l, p ]

siendo
A = a’At/ax’

El esquema anterior representa también tres casos de interés, dos de los
cuales ya se comentaron, los cuales son a saber:

a) El método explicito (ec.5.34) cuando 8@ = 0
b) El método implicito (ec, 5.37) cuando @ = |
¢) El método propuesto por Crank y Nicolson en 1947 si 6=0.5



En la fig 5.5.a se muestra la molécula de calculo del esquema dado por 5.42:

~2x(1-0)+1

Figura 5.5. Molécula de célculo del esquema de promedios pesados

5.2 Convergencia, estabilidad y consistencia

Para que la solucién de las ecuaciones diferenciales finitas tenga una
razonable aproximacién a la solucién de la correspondiente ecuacién
diferencial parcial parabélica o hiperbélica se deben cumplir algunas
condiciones; éstas estdn asociadas con dos problemas interrelacionados, el
primero se refiere a la tendencia a parecerse a la solucién del esquema de
diferencias a la solucién exacta, el segundo tiene que ver con el decaimiento
controlado o crecimento desproporcionado de cualquier error asociado con la

solucién de diferencias finitas.
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5.2.1 Convergencia

Sea H la soluci6n exacta de la ec. 510 y h la solucibn exacta del esquema
de diferencias finitas usando para aproximar a la ec. 5.10. La ecuacién de
diferencias finitas se dice convergente cuando h tiende a H en un punto fijo

a lo largo de un nivel y cuando Ax y At ambos tienden a cero.

Lo anterior significa que el error de discretizacién o truncado (ec. 4.78)

tiende a cero a medida que también lo hacen Ax y At.

Ejemplo 5.7

Sea e=H-h ¥ — =2a 0<x<l ¥y

¥ H es conocida para :
OC(xs]lcuandot=0yenx=0y1lcuandotz= 0,
Considerando el esquema explicito y que

h =H - :;h = H e gons
m,p m,p e milp m+l,p m+l,p

De acuerdo con la definicién del error de truncado de la serie de Taylor (ec.
S.11) resulta:

3" f (z+0Az)

e(az") = donde 0 =0 = | {(5.43)

62n max

lo anterior significa que 9 se debe escoger entre 0 y 1 de modo tal que la
derivada de f de orden n respecio & 2 sea méaxima entre z y z + Az.

Con base en lo anterior se tiene segin la serie de Taylor:
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Hix,t+At) = H(x,t)+~—3?—(x,t+91ﬂt) (5.44)
de donde :°

Hix, t+At)-H(x,t) = g—tH(x,t-relAt)ﬁt (5.45)

ahora desarrollando en serie de Taylor segin x

2 Z

H(x+Ax,1) = Hic, t) + 20 (x,t) Ax w20 (x+0_Ax,t) 25
gt z 2 2
ax
y
oH 5°H Ax?
H{x-8x,t) = Hlx,t) - (x,t) Ax +———(x+8_Ax,t)
gt 2 3 2
ax
sumando y arregiando
2
H{x-Ax,t)~2H(x,t) + H(x+Ax,t) = H(x,+8 Ax,t) (5.46)
dx
Usando la notacién con indices en 5.45 y 5.46
_ 8H
m,p+1- m,p_ 3t (mAx ,pAt +61M) (5.47)
H -2 +H = —9 H(mAx+@ Ax,pAt) (5.48)
m-1,p m,p m+l,p 8 4

Por otra parte, segin el esquema de diferencias finitas y la definicion de

error:
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- £ = A -£ +{1-2AH - WM
m, p+l m, p+l m=1,p rmo-1,p m,p m,p

A(H

-
m+l,p m+l,p

ordenando

-¢ AL +{1-2A)eA +Ae +A{H -H -

m,p+l m-1,p m,p m+1,p m,p+l m,p

A{Hm-l,p_ZHm,p‘-HnHl,p) =0 (5.49)
sustituyendo 5.46 y 5.48 en 5.49

€ = Ag + (1-2A)e  +Ae + MAt {5.50)

m,p+l m-1.,p m,p m*il,p
donde

3 H 8°H
M= B (mAx,p&HBlﬁt}—h (me+e‘ Ax, pAt} (5.51)
8x

Para asegurar que lIos errores tengan signo positivo y continuar con el
control del error en este andlisis, se tomar&d el valor absoluto de 5.50 y

asi:

moperl SAE L L+ U2 e nafe|+[M[at (5.52)

esta ecuacién es cierta cuando los coeficientes son positivos o iguales a
cero. Si el mayor de los errores para cualquier m en el instante p es Ep, al

asignar:
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Ep = ¢

m-1,p

F.p»cm
Ed » ¢

mrél,p

P

La ec. 5.52 sigue del lado conservador (pues se estd considerando mas error

que el real ) y se transforma a :

E s AE + (1-2A)E + AE +|M|At
p+l P p p

E s E + At|M| {5.53}
p+l P

asi si M se considera constante
E, = E +At|M|
1 ]
E, s E +0t|M|, E = E +28t|M|
E = E +&t|M|, E = E +35t[M|
E oy S E +(p+1)At|M|
come al tiempo cero no existe error Eo = Q y por tanto
E s (p+1) At|M] (5.54)
ptl
si At =» 0, A=»0O0ylaec. 651 M=20
por tanto 5.54 tambien tiende a cero, y la solucién converge a la H. Para esto
se requiere que los coeficientes de 5.52 sean positivos o iguales a cero como
se apuntd antes. Para que lo sean

0==As 05

lo que constituye la llamada condicién de convergencia.
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5.2.2 Estabilidad

Si ahora se estudia el comportamiento exclusivamente del error de redondec
(ec.4.78), se afirma que, si cuando a medida que se utiliza un esquema de
diferencias fintas para una ecuacién del tipo de 4.10 y a medida que se
avanza en "y" el error (de redondeo) acumulado tiende a un valor constante,

el esquema de diferencias finitas es estable,

Los textos sobre este tema, al tratar la estabilidad, se refieren al error de
redondeo y seflalan que es dificil estimarlo, ya que depende del tipo de
computadora usada; en realidad el error que se analiza puede ser de un tipo
distinto al de redondeo, como seria aquel debido a una aproximacién o
equivocacién y si tal error llega a estar limitado después de un gran ndmero
de pasos en "y", el esquema de diferencias finitas es estable; cuando el
error crece sin tender a un valor definido se dice inestable, y la mayoria de

las veces adquiere valores que oscilan y difieren cada vez maés.
Para tratar la estabilidad se puede aplicar el método de Von Neumann o de

serie de Fourier, el método consiste en expresar el error en un punto fijo

x = mAx ¥ ¥ = pAy como;

E =7 A g1fnmax apat (5.55)
m,p » n

donde

Bn=nu/NAx, NAx = L e i=v -}

Se considera que analizando un término de la serie de Fourier, se conoce el
comportamiento de toda ella, y que los coeficientes An pueden ser

despreciados; asi el error se toma como
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_ eleAx ea.pAy - eiBmAx

E gP (5.56)

m,p

¥ se deduce que el error no crecera a! aumentar p cuando

€] =1 (5.57
Este criterio permite establecer las condiciones que se deben cumplir para
que un esquema sea estable. En la practica, el representar de este modo el
error es util, aunque noc estd completamente justificado el método que a
continuacidén se enuncia.
Ejemplo 5.8
Realizar el analisis de estabilidad del esquema explicito (ec. 5.34)
Sea el error (de redondeo)

E = h-N

siendo h la solucién del esquema de diferencias finitas con todas sus cifras

decimales y N la solucién del esquema con un namero limitado de cifras.

Expresando el error (de redondeo) en términos de los subindices m y p se

tiene

N =h -E N = h -E N =h -E

m,p mp mp melp milp melp  m-lp m-L,p m-i,p "

(5.59)

Segin el esquema dado por 5.34
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AN +(1—2?\le + AN (5.60)

m.p+1= m-1,p + P m+1l,p
Al sustituir la ec. 5.59 en 5.60

- E # (1=2A) (h_ - E_ )+
1,p m,p m,p

m,p+1 m,p+1— m-1,p m-

+ Aalh

m+1 ,p‘ m+l,p

arreglando términos

- Ah -{1-2A0)0h - h =E -AE -
m

m,p+l m-1,p P m+1,p_ m,p+l m~1.p

(1-2A)E - AE
m

P m+l,p

Yaque h es la solucibn del esquema de diferencias f initas,

Ah +(l-2:>0.)h1_n + Ah ¥y por lo tanto TODO el miembro
P

m,p+1* m=1, +P m"'l-P’

izquierdo de la ec. 5.61 es nulo. Asi

AE +(1~2A} E_ + AE {(5.61)
P m

m,p+1— m-~1, N m+L,p

Nbétese que la ec. 5.6]1 tiene exactamente la forma del esquema de diferencias

finitas.

Ahora se expresan los errores de E como en 5.56
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l=;iBran P+t _ AeiB(m—l}Dpr + (1-ZA)e iSmD)é P,

heiB(mH)ngp al dividir entre eiBmD)%p
g = ae T 1BOX +(1-2x) + Ae ! BAX
g = a(elBlX, TIBAX, L (1o
€ =a(elPhx , TIBAX 5y (5.62)

Por otra parte, de las propiedades de las funciones seno ¥y coseno se tiene

que 0.5(e'%+ e_le) = cos@
asi

O.S{elze+ e_lzg) = cos 26
también

sen‘Q = 1 - ZOS 28 , por lo tanto

cene = 170.5e'%% 7129

2
o bien
4 senze = 2- elze— 8—129
si 20 = BAx
4 sen’ &gx 2 - exBAx - e_lﬁu (5.63)

Al considerar la identidad 5.63 en 5.62
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2 BAx

£ = 1-{A4 sen ]

ya gque para no aumentar los errores

€] <1 6 sea -1= £ =

entonces
-1 =1 - A4 sen® Bix =1

caso 1

1 ~ A4 sen® _13_25_ s 1
simpiificando

~ A4 sen” BAx )

2 BAx . et

lo cual se cumple para A =z 0, pues sen 5 €S una cantidad positiva.

caso 2
-1=1- A4 sen2 ng
reduciendo
-2 = - A4 sen 2 Bix
2
2 BAx

140



z BAx
como e] valor mas grande de sen — es uno

05z A

por lo tanto

0 =i =05

lo cual constituye la condicién de estabilidad del esquema.

El lector interesado puede realizar un andlisis de estabilidad para el

esquema.

m,p+1 m,p-1 _ 2 - ¢ h 5.64
24t 2 [hm-l,p th,p m+1.p1 ( )

el cual es muy parecido al explicito; la diferencia consiste en que se ha

aproximado la parcial respecto al tiempo por una diferencia central.

El analisis de estabilidad lleva a la condicién

2 Bbax
2

|€] > 1 + 4A sen

lo cual significa que la ec. 5.64 es siempre inestable. Este resultado
resalta la importancia de atender a las propiedades matematicas de las

ecuaciones de diferencias.

Ejemplo 5.9

Plantear un esquema de diferencias finitas para resolver

141



4 2
g b _ ¢4h 8 h (5.65)

ax’ ot g2
Escogiendo
azh _ hm_l’p— th'p+ l'lm+1 . (5.66)
sz &xz
h - h

8h - m,p+l m,p-1 (5.6T)
gt 2At ’
azh — hm,p—l_ 2hm,p+hm,p+1 (5 67)
at° at?

a

1 c 2c

( 2 Ay m,p—l+ A -l,p+ (=22 + At }hm,p m+l,p
mp+l 1 c
+
z A (5.69)

donde

A =Bt (5.70)

Axc?

Si por alguna razén se escoge un valor para At igual a Zc la ec. 5.69 deviene

en
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Ah + (l—Zh)hm + ah {5.71)

m,p+1_ m-1,p P m+l,p

Pero la ec. 5.71 es el esquema de diferencias fintas de la ec.

gh _ 2 8°h

=a
at 8x2

Cuando el esquema resuelve una ecuacién diferencial distinta a la que se

pretende resolver se dice que el esquema de diferencias es inconsistente.

5.2.3 Consistencia

Para encontrar el error de discretizacién de un paso a otro de Ax se refiere
a la serie de Taylor, para aclarar esto, considere que interesa valuar el
error de discretizacion local del esquema explicito (ec 5.34). Entonces se

requieren estos desarrollos en series de Taylor.

2 2 n n

Hixc+hx,t) = Hix,t) + ——H(x, t)ax + 2—HOe, )25+ .+ 2 _Hee )X

dx z 2! n n!
ax ax
asi
8 H 8%H | Ax” 8" H Ax"
= + ( ) Ax + ( ) + .4
m 1,p m,p dx ‘m,p axz 2 ax® ™P n!
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2 2 n n
H =H - 88 e (2H, A 2 K
m-1,p m,p m, sz m,p 3xn -
sumando vy ordenando
Moo 1,0 m s Mmusp _ - SR - N -C SRR - : SR S
2 2 “m,p F 12 6 “m,p 360 7
Ax ax ax ax
{(5.72)
Ahora, por lo que se refiere al tiempo
2 2 3 3
=H +(—a§—] At+{aH) at +(3H ﬂft..
m,p+t m,p at ‘m,p 31:2 m,p 2 3t3 m,p 3!
De esia expresitn se llegaa
Fmpe1” Mmp _ L . P : N Sl : B
Dt 8t m,p 31:2 m,p 2! 6t3 m,p 3! 314 m,p
3
c At
Tt (5.73}
Al sustituir 5.72 y 5.73 en 5.33 y después ordenar
8H 2 8°H a’H At a°H At? 2 3*H
(3¢ -8 2 m et (T 51 372 e
8x » P 6t mtp b at m,p . ax lTl,P
2 6 4
Ax 2 8 H Ax
iz - (e ax® P 360 0 (5.74)

considerande la ecuacién diferencial por resolver el primer paréntesis es

nulo, lo que queda se conoce como error de truncado T{H) ,esto es
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Tay o 2H, st %H o a® ot 9'H Ax'
m,p_ 2 m,p 2 3 m,p 6 T 4 m,p 12
at . at dx
(a® a%u ax?
6x6 m,p 360

si At> O y Ax > O se observa que T{H}m >0
N

Definicién

Si el error de truncado local tiende a-cero cuando las diferencias discretas

At y Ax tienden a cero, el esquema de diferencias finitas es consistente.

Por otra parte, la ec. 5.75 se puede escribir como

Ty <At (@°H e H A 8%,  At?
m,p 2 2 a 6Dt m,p 3'm,p 6
dt 8x at
6 .
028, & ., . (5.76)
s 'm,p 360
ax

al considerar

gt\)

=a (5.77)

o
=4
[

resulta que el primer paréntesis es
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d"H a‘ 8 H
8t2 8x4
como
8H 2 a%H
= a (5.78)
at 2 .
dx

gse tiene que al derivarla con respectc al tiempo

2 2
8 le = a’ ilj—v (5.79)
at ax2at

¥y que al derivar 5.78 dos veces respecto de x

a°H 2 a‘H
= a

6t6x2 ax

{(5.80)

como se puede intercambiar el orden de derivacién, al igualar 5.79 con 5.80

8°H s 3'H
z 2 =9
at ax
asi
3 2 6 4 2
&8 H At e 8 H Ax . Ax 2
T(H) = ( ) -(a ) ... si = a
m,p ata mp 12 3x6 m,p 360 6Dt

0 sea que se involucran a errores en términos de Mz ¥ nx"', es decir, G{Atz,
Ax‘), lo que es mejor, pues asi el error de truncado es mdas pequefio. Esto
significa que usar A = L/6 en el esquema explicito es conveniente pues reduce
el error de truncado, de otro medo, A # 1/6 implica G{At,ﬁxz).

La extencién de diferencias finitas en Ja hidrdulica es muy amplia y asl
puede plantearse la solucién de las ecuaciones de flujo no permanente en

canales, entre otras.
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Ejemplo 5.10

Para resolver las ecuaciones fundamentales para flujo unidimensional en una

seccidn rectangular conocitadas come Saint-Venant

aD apD av

a1t "V ax tP o =0

av av 8D _ i

it " v ax T8 3 T8 {So Sr)

Si las derivadas son remplazadas por las diferencias finitas siguientes

ap  _ Dm,p+1— I:)m,p A 1Vm,p+1.- m,p
at At T At

aD Dm+l,p_ Dm-l,p ) av Vm+1.p- m-1,p
x 2Ax YU ax 2Ax

y si Sf es remplazada por Efm y se considera que
P

pd 1
vm.p - T ( Vm+1.p+ v'm—l.;'.‘J
= 1
Dm'p" T (Dm*‘l!p." Dm"lip
= 1
fm,p“ “"2-( Sfm*l,p ¥ Sfm-l,p

Al sustituir las ecuaciones anteriores en las ecuaciones diferenciales y

despejando a D yVv se tiene
m,p+l m

s Pl
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=p +4 A [V (D -p  nD
m,p+l m,p 2 hx m,p m-Lp m+l,p m,p
1 At =
m,p+l = m,p * T Ax [ m,p m-1,p Vm+l.p)+ g ( D
+ git ( So - Sfm,p)
siendo
n2|V | Vv
- m,p'  m,p
fm,p e
m,p
yr el radio hidraulico para el tirante D
m,p m,p
‘El esquema obtenido intreoduce términos
1 Ax® ap? 1 ax® av?
2 At 2 y 5 At 2
ax 8x

que no existen en las ecuaciones diferenciales de interés, y como estos
i

términos son del tipo de difusién, al esquema explicito obtenido se le conoce

como difusivo.

Las ecuaciones del esquema son validas en puntos interiores, en sus extremos
se requiere plantear otras ecuacuaciones con base en las condiciones de
frontera. Como se verd en el métode de las caracteristicas, para regimen

subcritico se necesita una condicion de frontera en el extremo aguas arriba y

otra en el extremo aguas aba jo.
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Un caso particular consiste en tener en x = 0 el gasto en todo tiempo

conocido, por lo que

=b D v
Q,p+1 G,p+l  O,p+l

siendo b el ancho de plantilla de] canal rectangular si se considera que

At o
= — - -V
DO,p+1 DO,p ¥ Ax [ VO,p( DO.p Dl.p * DO.p( VO.p l.p]}

entonces con esta ecuacidén y la del gaste se conoce VO "
P

Si el canal descarga a un almacenamiento con gran capacidad se puede

considerar para el extremo del canal aguas abajo que en x = L = max el

tirante es igual a D y que es constante en el tiempo. Por ello, en x = L se

tiene
=D
m,p+l
At =
= —_— - - D +
m,p+l m,p Ax [ m,p Vm—l.p Vm+1.p)+ g ( Dm—l.P m+1.P)]

+ gAt(SU—- Sfm p}

Si se consideran como condiciones iniciales el flujo permanente gradualmente
variado para el gasto Qo o due es dato. Courant ha demostrado que el esquema

difusivo es estable si

Ax

+

RNARK:

At

1A
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Este requisito es llamado condicién de Courant-Friedrichs-Lewy.
5.3 Método de las caracteristicas

Recuérdese que la diferencial total de una funcién u(x,y) es

du 4 du
ax ay

o
=
!
=%

dy {5.81)

sin embargo, se puede pensar en un método que simplifique el célculo de du,

Para ilustrar esto considere el siguiente caso en particular.

Ejemplo 5.11.

Encontrar la funcién ulx,y) que satiface a

du + 2% du

3 2y - ¥y (5.82)

sujeta a la condicion u(0Q, y) =1 + yz paral <y <2

Sea la derivada total

du _ 8u_ _ 8u dy

dx ~  8x dy dx (5.83)

comparando 5.83 y 5.82 resultan
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dy
2x Epe

du
dx

De 5.84

Sustituyendo 5.86 en 5.85 e integrando

a
x

_ %+ C X + ¢ =1
3 1 2

si la ec. 5.86 pasa por (xo,yo)

asi 5.86 queda

Para encontrar a c, se sabe de la restriccidon que

2
u=1+y en x

asi, segin 5.88 y 5.87

(5.84)

(5.85)

(5.86)

(5.87)

(5.88)
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u = 1+(02+ Yo~ X Jz=%+c(0)+o
por lo que
2.2
e, = 1+ (yg= x;)
de este modo
_ 1 3 2 L22
u—~——3—-x-|-[yo x°)x+ [1+{y0 xo))
c c
1 2

como [xo,yol puede ser punto de la regién sombreada de la fig 5.6, se tiene

u= -—~;—x3 + (y-lex + 1+ (y—xz)2
u Unicamente esta determinada en la zona sombreada, no se sabe nada de ella

fuera de tal area.
Observaciones sobre el ejemplo
a) En lugar de resolver una ec. diferencial parcial se resolvieron dos ecs.

diferenciales ordinarias.

b) La ec. 5.84 permiti6 conocer una funcién a lo largo de la cual u varia

. . du du
independientemente de 3 y -W .

¢} Como u varia segin la ec. 5.84 se pudo determinar u.
5.3.1 Método de caracteristicas para una ecuacién de segundo orden

Sea la ec¢. diferencial parcial lineal de segundo orden

A3f+B8f+Caf

axz dxay ay

+E=0 (5.90)
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[xo -!’01

-x& -
yox +r° X

o

Figura 5.6. Region de integracion del ejemplo 3.11

si se denota

£ 8%t _ ap

dq

8x8y ~ ~8ydx 9y

Sustituyendo 5.91, 5.92 y 5.93 en 5.90

A% ,ps+c 8 ,p-0
ax ay

por otro lado se sabe

dx

(5.91)

(5.92)

(5.93)

(5.94}
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dp _ 6p+3p dy

dc =~ 8x = dy dx
dq _ 8q dx . _8q
dy dx dy ay

por lo que al considerar 5.93

dp _ dp _ dy
dx © “dx  ° “dx (5.95)
_8q _ dq _  _dx
3y dy dy
Al sustituir 5.95 y 5.96 en 5.94 y ordenado
_ dy _ dx dp dq -
S[A—a-x-—-l-B Cdy]+Adx+Cdy+E 0
dy
multipl icando por ax
2
Al d¥ _ dy _ dp dy dq dy dy _
S[A[dx]+B v C]+Adxdx+c dydx+de_0
(5.97)

s corresponde 2 la derivada mixta y para simplificar la ec. anterior conviene

hacer nulo el primer término ésta ecuacién, de modo que

2apg-. _c=o0 (5.98)

~A ( I

dy
dxe

Al resolver esta ecuacién de segundo orden

Y = S (5.99)
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A efecto de garantizar dos raices reales distintas

B -4aAC >0 (5.100)

Llamando

dy -B + vV B® - 4AC

= = 57 = f (5.101)
d -B - v B% - 4AC
y_ _ - g (5.102)

dx -2A

(f vy g se 1laman caracteristicas)

La otra parte de la ec. 5.97

dpdy , . 99 ¥ g I _o

A dx dx dy dx dx

al multiplicar por dx

Adp S+ Caq+Edy =0 (5.103)

S$i se considera la ec. 5.101

Adpf+ Cdq+ Edy =0 (5.104)

¥ si ahora se toma en cuenta 5.103 y 5.102
Adpg+Cdq+Edy =0 (5.105}

Esto significa que la ecuacién diferencial parcial de segundo orden puede
transformarse (cuando es hiperbédlica, pues B°-4AC > 0 } a cuatro ecuaciones
diferenciales ordinarias (5.101, 5.102, 5.104 y 5.105).
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Para la solucion de 5.94 se considera

0 séa

d a
R

d¢ = pdx + q dy (5.106)

El método de solucién consiste en

i

1. Encontrar f y g segin 5.101 y 5.102
2. Sustituir f y g en 5.104 y 5.105, con lo cual se forma un

sistema de ecuaciones con icégnitas p y q.

3. Conocidas p ¥y q se sustituyen en 5.106 y se integra para

conocer ¢.

En la figura 5.7 se ilustra este procedimiento

EC.DIF. PARCIAL SE OBTIENEN SE RESUELVE EL SE PLANTEA LA EC.
LINEAL 2 ORDEN FYG SISTEMA DE ECS DIF. TOTAL Y SE
(rrpERBOLICA | | (caractERIS{ T |5.106 v 5.106 | T [RESUELVE
B-saac > 0 TICAS) PARA CONOCER
pYQq
Figura 5.7. Diagrama de bloques del método de las caracteristicas para una

Cuando las
de resolver

anterior se
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ecuacién lineal de segundo orden

ecuaciones diferenciales ordinarias que se obtienen son dificiles
¢ no tiene solucién mediante métodos analfticos, el planteamiento

puede realizar en diferencias finitas, para ello -considérese las



aproximaciones a las eecs. 5.101, 5.102, 5.104, 5.105 y 5.106. Para ello, tome

en cuenta la figura S5.8.

Y A R

v

Figura 5.8, Curvas caracterisiicas

En los puntos P ¥ Q se conoce el valor de x, ¥, f, g p ¥ g, mientras que en

el punto R no se conoce en ninguna.

De las ees. 5.101 y 5,102, al integrar se definen dos rectas
caracteristicas, cada una de las cuales tiene pendiente f y g En la
interseccién de ellas se encuentra el punto R. Cuando ellas se difinen en

términos de valores conocidos( del paso Dy anterior) se tiene, para f

Yo = ¥
f = xR - x_" (5.107)
P R P
y para g
Yo~ ¥
= R Q
8~ % (5.108)

Al resolver simultaneamente 5.107 y 5.108 se encuentran X, ¥ ¥ppor otra

parte, la ec. 5.104 en diferencias puede ser:
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A - + C -q }+ E -y } =0 (5.109)
l)(pR pp) fp p(qR q, o (v, Y,
¥ la ec. 5.105 es:
- C - - =0 5.110
AqipR po} g, * QiqR qq}+ F_‘:J (yR yQ) { }
por ultimo, la ec. 5.106 seria apoyandose en P {podria ser en Q)
¢ ¢ P xx)+q (y-5)

se considera una mejor aproximacién a

(p +p_) (q + q_)
- =P (5 P 0 . _
¢R qbp = > [xa xp} + 5 (yR yp) (5.111)

El procedimiento de célculo consiste en

/

a) Calcular fp y q, segin 5,101 y 5.102 esto es

B +vVB%-4acC
P P PP

p -2A
P

B -/B%-arc
_ o ¢ Qg
g A,

b) Encontrar xR y yR al resolver 5,107 y 5.108

c} Definir P, ¥ 9 de la solucién del sistema de ecuaciones formado por

5.109 y 5.110.
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d) Encontrar ¢R de la ec. 5.111
Ejemplo 5.12

Escribir las ecuaciones necesarias del método de las caracteristicas para

resolver la ecuacién diferencial de onda

8%h 8%h

=gd
at? ' ax?

donde g, es la aceleracién de la gravedad, d la profundidad media.

En ella aparece implicita la ec. utu u = —ghxdonde u es la velocidad y los
indices sefialan respecto a cual variable aparece derivada la funcié6n. Se
consideran como condiciones de frontera a u =0 en x =L y h = a sen wt en

x = 0. Las condiciones iniciales son h(x,0) = m(x}). En la fig. 5.9 se muestra

el problema de interés. Se considera un ancho unitario

Para la frontera izquierda con u =- 0, u = Oy uxat 0 por lo que u +u
ux= -glhx implica que O + 0O ux = -glhx 0 sea hx =0
Al comparar la ec. de onda respecto a la 5.90, se tiene {se toma t como "y" y

¢ como "h")

A=gld=c2
B=0
C=-1
E=0

asf
B%- 4AC = 0 - 4(gd}(-1) = 4gd

como 4dg > O se trata de una ec. hiperbélica y por ello se puede aplicar el

método de las caracteristicas.
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Ah EN t-0,h-mix}

h =ASEN 'Hmy
l.'/ ¥

VALl Ol iy ey X
I@ L

Figura 5.9. Canal del ejemplo 5.12

)

U-0—

B
A ARRRY

L 4

Asi

dt 0tV 0% adg + 1 _ o+ 1
dx -2g d c
1 / g, d
f = ....}._
c
= -1
g c
como es constante, las ecs. 5.107 y 5.108 resultan ser
c(tR - tp) =X T xp (5.112)
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_C(tk - to} = X T X, (5.113)

por lo tanto, al sumar

C{t -t ) + x +x
x - Q p p Q
R 2 {5.114)

conocida x, de 5.113

1 o= 2Ry (5.115)

lLas ecs. 5.109 y 5.110 para los valores A, B, C, y E definidos antes quedan

1
2 — — -— =
C (pR - pp} o (qR qp] 0 (5.116)

1
2 - - — =
~C (pR - po} o (qR qq) 0 (5.117)

asi al resolver 5.116 a 5.115

q -q +Cl(p +q)
P = e p p P (5.118)
2C

una vez valuada pR, entonces 5.116
UG = 94" C (pR— pQ)

Asi se tienen definidos los valores de interés para los puntos interiores.

Para la frontera, se tiene
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a) frontera izquierda {en x = 0)
q = —gpt—- = a w cos wi {5.119)
p = _gg_ -0 (5.120)
por lo tanto
x =0

y como a él llega la caracteristica negativa (fig 5.8), al considerar x o= 0]

en 5.113, se obtiene

xQ
tR ==+ 1:Q (5.123)
por 5.120 y 3.121
q, =a w cos wt, (5.124)
Py = 0 (5.125)
b) frontera derecha (en x = L) como gﬁ = 0 se tiene Xl al llegar la

caracteristica positiva (fig 5.8).Considerando Xp= L en 5.112

t = ——-=F ¢4 (5.127)

ah

A =0, p =0 (5.128}

como

al sustituir 5.128 en la ec. asociada a la caracteristica positiva (la que

tiene f), la ec. 5.116 se tiene.
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- Czp

qR-qp P

(5.129)

En la fig 5.10 se resumen las ecuaciones encontradas. Noétese que en este

caso se pueden usar los indices

escribir las ecuaciones

Todo ello porque las caracteristicas siempre tienen la misma pendiente.

i-1 para gq, t

para R e

i+1 para Q: ¥y

de una forma sencilla de manejar en un programa.

El método consiste en encontrar hR en el plano x,t operandose de este modo

t
4 o
9 4 ,
_ I/ X
-
[~
L~
VT VAT T Ty
< L
t
5~ 1 8 9 10 (. .
!R =0 xR =
X
fR:—-°-+r 4 5 6 Y o= XP
¢ @ > KR g oo Rﬁ R [J
a4, = o COSWSt e \, p. = O
R R N > R
- ~ 2 3. - F
b * O sla f R o P g = 9pCipp
J / ~
) Q X
4 Cltg-tp)+xp+xQ
PUNTOS INTERIORES Xg © .
______ FRONTERA [ZQUIERDA
el FRONTERA DERECHA ty = XQ-XR L
€
-qptCiippe
PARA CUALQUIER PUNTO R { INTERIOR O 'ﬂ,R : 9Q 9p*C (PetPql
FRONTERA ) 2ce
. | 1 dg = 95-C¥{Pp-p,)
MNPyl PP (X Xp 1 45(q pq Nt ~t ) MR Q Q

Figura 5.16. Curvas caracteristicas del ejemplo 5.12
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a) Calcular X tR, P 4 ¥ hR para los puntos interiores (con ello se

define hn en los puntos 1, 2 y 3 de la fig 5.10).

b) Con la condicién de frontera izquierda, valuar tR, U hR (asi se define

h en 4)
4
c) Repetir el paso a para definir hR en 5y 6

d) Usar las ecs. de frontera derecha para encontrar tR, q, ¥ hR (asi se

difine hR en 7)

Este procedimiento se continda hasta donde se desee.

5.3.2 Métode de las caracteristicas para dos ecuaciones diferenciales

parciales.

El método de las caracteristicas corresponde a una técnica donde el problema
de resolver dos ecuaciones diferenciales parciales simultdneas es remplazado
por otro donde se resuelven cuatro ecuaciones diferenciales ordinarias,
Ello implica una situacién de continuidad y de definicién para todas las

derivadas,

Sean las ecuaciones de Saint-Venant para canal rectangular.

aD aD av

T + V 63(' + D —“gi— = 0 [5.130)
av av 8D _
ot *V ax t B " els,s)) (5.131)

multiplicando por g la ec. 5.130 y llamando c%= gbh (celeridad de aguas

profundas) se tiene
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8gD agDh v _
3t TV ax 8P 5 T O
O sea
P 2
ac ac 2 8V _
5t TV e t O e =0
al derivar
ac 8C . 2 8V _
2C - #V2C 2 + i = 0

al dividir entre C e introducir el 2 en las derivadas

a2C g2Cc av
3t + V B +Cax =0 (5.132}

Ia ec. 5.131 se puede escribir como

av 8V 82C _
7 * V5 * C 5y —g(so sf) (5.133)

Al sumar 5.132 y 5.133

g2Cc av azc av av a2C _
3t Tt TV Ve tOa *C ax =0 +gls;-s)
(5.132)
lo anterior se escribe tambien como
3 8V 82C 8V . 82C , _
B V20 + Vi v ) r Ol e ) T B s
1 2 3

o bien



(V+2C) = g(so— sf] (5.134)

g A

de manera similar al restar 5.133 a la 5.132 se llega a

a

— (V-2C) = g(so_ sf) (5.135)

g
_BT.— (V*ZC)+ (V—C]

Por otra parte, la derivada totai respectoc al tiempo de cualquier cantidad

qlx,t) es
dq _ &8q dx dq
dt " Tax dt | Tt (5.136)

al comparar 5.134 con 5.136, se tiene q = V + 2C

dx
- = V+C (5.137)
dg _ _
dt g(sa s;)
y de esta altima
dv + 2C) =g (SD - Sf} dt (5.138)

¥y al comparar 5.135 con 5.136 se observa que

d(v -2C) = g(su—sf) dt (5.139)
siempre que

dx . _

T = Vv-C (5.140)

Las direcciones en el plano x,t definidas por 5.137 y 5.140 son liamadas

direcciones caracteristicas y las ecs. 5.138 y 5.139 se conocen como

166



cuasi-invariantes de Riemann. Las ecs. 5.137 a 5.140 son cuatro ecuaciones
diferenciales ordinarias que reemplazan a dos ecuaciones diferenciales

parciales 5.130 y 5.131,

Dos casos de interés por analizar son

a) Flujo sucritico (F < 1)

El mimero de Froude [ = __"é.., es menor que 1, por ello —2— {lyv<C
(si ¢ > O)

de acuerdo con esio

v + ¢ » 0 por lo tanto {segun 5.137) —%— > 0

v - ¢ < 0 por lo tanto (segin 5.139) —g-f—— <0
v las pendientes de las caracteristicas son positiva y negativa.
b} Flujo supercritico (F >i}
comoF>1,—lc’—>1yv>c[sj &> 0)
asi
dx

v+¢ > 0 por lo tanto (segin 5.137) >im >0

v — ¢ £ 0 por lo tanto (segin 5.139) ——g—f— >0

¥ las pendientes de las caracteristicas son del mismo signo.

En la fig 5.11 se ilustra lo anterior.
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CUANDO v > O CUANDO Vv < O

Figura 5.11. Curvas caracteristicas segun el tipe de llujo

Ejemplo 5.13

Expresar las ecuaciones de aproximacién para resolver mediante el método de
las caracteristicas las ecs. 5.130 y 5.131. Considere flujo subcritico 'y que

las condiciones de frontera son que en x = 0 el gasto G es coneocide en todo

el tiempo t ¥y que en x = L el tirante D es conocido y constante. En x = 0 se

conoce una curva gastos contra tirantes.

Las ecuaciones de interés son (ecs. 5.137 y 5.140 )

dx

S = vte = d{v+2¢c) = g(xo— sg) dt
X _voe s d(v-2¢) = g(s - s ) dt
dt ) 0 g

por lo tanto expresande 5.137 y 5.140 en diferencias

x - Xx
R P oy : (5.141)
T._t p P .

R p .
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=y -C (5.142)

R
{v +c Jt - v - C{:‘to - X ox,
N * i
o= AN N L NS - N R (5.143)
R (v +Cc 1 - v - o
P G
TIOnoC:da
R
X =X 4 v . Pt - 1o (5.144)
E n p o Iy n~

Ahora, al escribir 5.138 y 5.139 en diferencias

(vR +2cR] - (vp+ 2cp} = g(so—stp{tR~ tp] {5.145)
-— L H - Eaad \ = — —
[VR 2vR; (VQ ZCQ, g'{sU SF}Q(tR tQ] (5.146)

al despejar a Vo se encuentra

_ - .... f .
. g[{s0 sf)p(tR tp]+[sa Sf)q‘tR tQ]Q] +[vp+2cp)+{vo+200)
R 2

(5.147)

conocida vR

(v+2c M+ gls - s )t ~t) -+
c = —2—F 0 2“’ R » R (5.148)

a) Frontera izquierda (x = 0)
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X =40 (5 149)

~oms & ella llega la caracteristica negativa, 5 142,

0 - x
dx o, ~ e
dt T U -« 7
R 9 Q g
a5l
xQ
t =t - — {5.150)
R 0 v - c
Q
conocida 1, se encuentra QR = Q[tRL como Se ceonoce una relacién entre el

zasto y el tirante DR = fi QR} v st la seccion es rectangular de ancho B

-+ donde

v = (5.151)

segin la ec diferencial correspondiente a la caracteristica negativa (5.146)

v - {v -2¢ )- gls -s ) {(t ~ t )
o, = R8¢ 5 o fo R 0 (5.152)

h) Fraontera derecha (x = L)

x =L {5.153)

come ahi llega la caracteristica positiva de 5.141
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o= —— P {5.154)
Y k) p \_,r
ya se conoce el tiranie e, x = [, s: cste es DF
e =V zu (5.155)
R "F

ahora, con la ec. correspondiente a la caracteristica positiva, ec, 5.145, se

obtiene

v o= {;+ 2¢’
<

R =Y »gls - st ) - 2c (5.156)

B

De esta manera :a secuela dc calculo es

a} Con los datos o valores conocidos en los puntos P y Q, calcular para los

puntos interiores

tR con la 5.143
xR con la 5.144

VR con la 5.147

CR con la 5.148
b} Calcular las variables en la frontera izquierda

t_ con la 5.149
x con la 5.150
v_con la 5.151

¢ con la 5,152
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¢) Calcular las variables

t con la 5.153

X oon la 50154

v con ia 5,155

¢ con la 5,156

R

en la frentera derecha

d) Repetir los incisos anteriores tanto comoc sea necesario.

El procedimiento anterior tiene

la desventaja de que

las intersecciones de

las caracteristicas (coordenadas del punto R) no quedan ijgualmente espaciadas

ni en x ni en t,por lo que si interesan conocer algunas propiedades del flujo

a distancias y 1illempos regulares

interpolaciones lineales, Existen métodos

(fig.

5.12) se necesita hacer algunas

donde se fija la interseccifn de

las caracteristicas y lo que se determina son los puntos P y Q, con lo cual

se obtiene las propiedades del flujo

procedimentos aparece un error por la

en mallas regulares. En ambos

interpolacion y dependera de las

aproximaciones empleadas para decidir cudl de las dos versiones es la mejor.

L
s

NO ESTAN ALINEADAS LAS INTERSECCIONES

Figura 5.12. Plano de las caracteristicas
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5.4 Método del elemento finito

En el inciso 4.8.1 se comentd brevemente sobre el cdlculo de varaciones y se
discutio la ec. de Euler-Lagrange. Ahora se puede extender esa idea al caso

de un funcional.

J= 1 U F e v, oz, 22, 82 gxay (5.157)
N & dy

- _ e, = 158
FZ . FP 57 Fq 0 (5.158)
donde
dz dz
P = 5y (5.159)

Ejemplo 5.14

Encontrar la ec. de Euler del funcional

2 Z
- 8¢ a¢
J*JJ[[W} + (T) ] dx dy

segun 5.159

F = p2+ q2

asi
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a a _ _ 8 ____6___ =

F¢ g T Fp~ 357 Fq 0 3% 2p 3y 2g =0

-2 8 (8%, _, 8 (8¢,

'Zax[ax] zay[ayx) 0

por lo tanto

2 2
8 g + 2 :’ =0 (5.160)
ax ay

Por otra parte, tratando de aproximar lo mejor posible una drea Iirregular
como la mostrada en la fig 5.13 se observa gue al dividirla en triéngulos se

cubre el area con mayor detalle que con una serie de cuadrados.

Roms

4

(h)

Figura 5.13. Mallas de elemento finito sobre un &area irregular

De una manera similar al] método de Ritz se hard una introducién al del
elemento finito, por lo que sdélo e tratard el enfoque del célculo
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variacional y ne el de Galerkin. Conviene aclarar que se preferirdn los
triangulos Gnicamente por la razén sefialada antes y que en el método del

elemeto finito se pueden tratar triangulos, cuadrados, rectdngulos, etcétera

De acuerdo con el método de Ritz (subcapitulo 4.8.1) se plantea la siguiente

secuela:

L.Definir la ecuacion diferencial parcial por resolver y sus  condiciones
de frontera.
2.8eleccionar la configuracién de los elementos y dibujarlos sobre el area

de interés.

3. En contrar el funcional de la ec. diferencial, X.
4. Proponer una funciéon que corresponda a la solucién para cada elemento,

para tridngulos se tiene
¢ = P +Ox + Ry (5.162)
planteada para cada vertice del triangulo

¢ = P1+ Q] x + nyv (5.163)
donde
v=1i j k
| representa al nimero de tridngulo
Pl, QI, ¥ Rl son tres coeficientes asociados al triangulo 1

X, ¥, representan a las coordenadas del vértice v del triangulo

5.8ustituir la Tuncién de aproximacién (paso 4) en el funcional. En é€l,

considerar en lugar de la integral una suma de elementos.

6.Minimizar el funcional respecto a la ¢,
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3 * 0 (5.164)

v = i, J, k de cada triangulo 1

y asi se forma un sistema de ecuaciones que tiene como incdgnitas a qbv.

7 Resolver el sistema de ectaciones del pase &, con lo cual se encuentra un

solucién aproximada de la ec. diferencial de interés.
Para ilustrar le anterior se procedera a desarrollar un ejemplo.

Ejemplo 5.15

Encontrar los valores del potencial de velocidades ¢ en el punto 1 y 2 para

dibujar la red de flujo, para el flujo de Ia fig 5.14. Si ¢i representa el

valor de ¢ en el punto i; se sabe que

9, =@, =9, =@ =600

Solucién

1. La ec. por regolver es

+ =0 (5.165)
2 2

con las condiciones de frontera dadas por los valores conocidos de ¢

2. BSe considera la fig. 5.15
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$2 = b3 F by = @5 = 600

bg - 300

b7 - b = dg = $9 = O
tOm
«—

Figura 514 Canal del ejemplo 515
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9 10 b 3I0Om
| Om 20m

Figura 5.14.a. Malla del flujo del ejemplo 5.15
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3. Segtn el ejemplo 5.12, el funcional de la ec. diferencial es

2 2
- 8¢ a¢
X—-J'JA[(W) + (_3y_} ] dx dy
4. Para la fig. 5.15

¢I = l:Jl+ Q1x1+ Ryl

Al
H

P1+ le_]+ RyJ

o
[}

l)1*‘ ern+ Ry R

Figura 5.15. Tridangulc de nomenclatura de elemento finito.

5. Al sustituir la ec. 5.162 en 5.166

|

X

J [Q% + R%} dy dx
A

2 2z
1 (Ql + Rl] Al

1]
e =

1

siendo N el namero de tridngulos y Al el &rea del tridngulo L

(5.166)

{5.167a)
(5.167b)

{5.167¢)

(5.168)
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6. Para minimizar 5.168

N
a X a z 2
= (" + R7) A
ET . Z Lo v M
N 8Q 8R
=2IZ1(Qi 55— R, g ) A
al igualar a cero
N
8Q 3R
ax 1 1
L, {(Q ———— +R —— ) A (5.169)
3¢ Z T TN 1
lo anterior se puede escribir
N
8X _ : . -
-rﬂ —1 g 1-(c(n. v, 1):#1 + cl1, v, J)¢j + ¢y v, k)¢k =0
(5.170)

Para el caso particular de la fig 5.15 se tiene

Tabia 5.1

Tridngulo Vertices Aparece V=l Aparece V=2

i, j» k
1 3, 4, 7
2 4, 1, 7 d
3 4, 5, 1 .
4 5, 2, 1 . .
S 5,6, 2 b
6 6, 8, 2 .
7 7, 1, 9 .
8 1, 10, 9 *
9 1, 2, 10 * .
10 2, 11, 10 hd
11 2, 8, 11 .
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si ¢v = ¢1 solo se considera en 5.170 a los triangulos en que aparece el
vértice 1, o sea los triangulos 2, 3, 4, 7, 8 ¥y 9

Si ¢v = ¢2, se toman en cuenta en la suma de 5.170 a los tridngulos donde

aparece precisamente 2 o sea en 4, 5, 6, 10 y 1.
De este modo las sumas son

8 X
d¢

1

= {cl2,1,4)¢, + cl(2,1,1)¢ + c{2.1,7)¢7}+ {0(3,1.4)¢‘+

c(3,1,5)¢_+ c(3,1,1)¢ }+{c(4,1,5)¢ + c(4,1,2)¢ +

c(4,1,1)¢ b+ {e(7,1,7)¢_+ c(7,1,1)¢ + c(7,1,9)¢ )+
{c(8, 1,1]¢1+ c[8,I,lO}¢1O+ c(8, 1,9}¢q}+{c{9,1, 1)¢l+

+ c(9,1,2)¢2+ c(9.1,10]¢10= o {(5.171)

H

3 X
3¢

= {c(4,2,5)9_ + ¢(4,2,2)¢ + c(4,2,1)¢ }+ {c(5,2,5)¢, .+
2

c(5,2,6}¢b+ 0(5.2,2)¢2}+{c(6,2,6)¢6+ 0(6,2.8)¢3+

c(6,2,2}¢2}+ {c{9,2,1)¢l+ c(9,2,2)¢2+ c(9,2.10}¢m}+
{c(10.2,2)¢2+ c(10,2.11)¢“+ c(10,2.10}¢15+{c(11,2,2)¢2+

7 +c(l11,2,8)¢ + c(11,2,11)¢ =0 (5.172)

Como en las ecuaciones anteriores sélo son incégnitas ¢l ¥ ¢2 al factorizar

se tiene:

a, ¢1 + a12¢2 = b1 (5.111*)
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a, éra ¢ =b, (5.172")
De 5.171
Los términos que multiplican a ¢l

a = e(2,1,1)+c(3,1,1)+c(4,1,1)4+c(7,1,1)4¢(8,1,1)+c(9,1,1)
(5.173)

Los coeficientes de ¢2 son
a, =¢ (4,1,2) + c (9,1,2) (5.174)

Los términos independientes

bl = ={c(2,1,4}- c(3,l,4)}¢‘—{c(3,1,5)+ c(4,l,5]}¢s+
={cf{2,1,7)+ c(?,l,?)}ﬁ?— {c(7,1,9)+ 0(3.1,9)}¢9+
-{c(c,1,10)+ c(9,1,101}¢m (5.175)
A partir de ta ec. 5.172 se tiene

Coeficientes de ¢I

a = c(4,2,1) + c(9,2,1) {5.176)

Coeficientes de ¢2

a_ = c(4,2,2) + c(5,2,2} +c(6,2,2) + ¢(9,2,2)}+ c(10,2,2) + c(l1,2,2})

(5.177)
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Y tos productos dende no aparece ni ¢1 ¥ ¢2
b2 = -{c(4,2,5)+ c[S,Z,S}}¢5-{c(3,2,6}+ c(6,2,6)}¢6+
-{c(6,2,8)+ 0(11,2,8}}¢8- {c(9,2,10)+ (10,2, 10}}¢m+

-{c(10,2,11)+ 0[11,2,11)}¢11 {5.178)

Se aprecia que conocidos los coeficientes ¢ se calculan a . a. bl, .

2, b2 y se resuelve el sistema de ecuaciones lineales formado por 5.167 y

5.168" y asi se define qbl ¥ ¢2, cencluyendo el ejercicio.

Sin embargo, surge la pregunta (Como calcular los coeficientes c?

Célculo de los coeficientes cl(1,v,i)

Como para cada tridangulo 1 se conocen las coordenadas de los vértices,
resulta que a través de las ecuaciones 5.167 se puede obtener Pl, Ql y Rl. En

efecto, si su solucién se plantea mediante la regla Cramer.

Determinante de la matriz de coeficientes

% XK
‘<‘<'_"-c

en geometria analitica se demuestra que

A =2A (5.179)

siendo Al el 4rea del tridngulo 1

Determinante asociado a la incégnita F'1
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X X X

= ¢l(xjyk—xkyj)+ ¢1(xkyl—xlyk}+ ¢k(xlyl—xjyj)

koTx (5.177")

Determinante asociado a la incégnita Ql

= ¢]lyj—yk)+ ¢J(yk—y1)+ ¢k(yl_yj) (5.178")

i

= ¢i(xk—le+ ¢j(xi—xk}+ ¢k{xj-xi} (5.179°)

© 6 6

-

_ . Ap
P o= (5.180)
ﬂQ
Ql = T (5.181}
aR

Al sustituir 5.181 en 5.169
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G| Qs
| 4
H
k-] =
—t
o
[=
3
]
o)
o
h wc]
e
._:ﬁ'
Il
Q

{5.183)

It
1 =
p—h—,

w

o
ol
AN

Q

+

[ =]

b
l o
~e-z<|
Nt
-b-:b

L]

o

al sustituir 5.181 en 5.169

a¢ -
a X _ _ _ _ YRS |
76, " ); LA A AL S Ly oy, ) ¢

+ (y - 13¢j+( - )ﬂli»e
Y Tag Y g 3

¥

3¢,
3,

+

+ [ttbl!xk--x-I 1+ ¢j[xj-xk)+ ¢k(xj-xi)] [ (xk-xj)

8¢j a¢ A
T (x -, "qu: 7}

+ (xl-xk]

al factorizar ¢l, ¢J ¥y ¢k
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N
3 X 6¢1
Cr g Z 1myj- Iy )+l - x b= x)1 —g=
6¢J
[(_VJ" yk)(yk— yj] +{xk- xJJ(xJ— xk)] 5%,
a'pk 1
[(YJ* yk)(yi— yj} +(xk- xj){xj—— xi]] T"; 1} - 9,
3¢i
+ I(yk- .vl)(yj- yk} +(xl—xk){xk- xj)] _?6: +
8¢,
[(yk— yl)(yk— yi) +{xi_xk)(x1_ xk]] 5¢v +
3 A

l{yk— Yl)(yl— Yj) +{x1-' xk](xj- xl)] *—6'3'— 1—4— Yo +

v iy - yj}(yj- v,) +{xj- x Jix - xj}} -5

[y, - yj)(yk- y,) +{xj—~ x Jlx = x)) 5 *

¢
K 1 _
[(.Vi— yj)(yl- yj] +(xj- xl](xj- xIJ] 5 ]_4. ' =0

Obsérvese que

o, o4, 89,

6¢v’ aqbv’ 3¢v

son iguales a cero o a uno segin sea v.

Al comparar 5.184 con 5.170 se tiene

a)siv=i
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cl1,1,1) = [(y - YOy, ) H - x ) - x )] ; (5.185)
Al
celi,t,3) = I(yk— yl)(yj-yk) +[x1_ xk“"‘k' xJJ] 7} (5.186)
Al
cli,1,x) = [{yl- yj){yj—ykJ +(x}— xl}(xk- x;” 7 (5.187)
Nota: en 5.184 se consideré
ALV A
d¢ - 9 - 9 -
b) si v = j
Al
cl{1,j,1}) = “J’;‘ yk)(yk—yl} +{xk— xj){xi— xk]] 2 (5.188)
Al
cl1,j5,3}) = !{yk— yi)(yk—yi} +{xi~ xkl{xl— "k” 7 (5.189)
Al
c(1,§,x) = [{yi- yj](yk—yi} +{xj- xi){xl— xk)] 7 (5.190}
Nota: en 5.184 se considersd
3¢J » 8¢ _ 8¢, o
3¢ - 3¢, - 3¢ -
c)siv=x
Al
clI,x,i) = [(yj- yk)(yl— yj) +(xk- xj)(xj- xl}] 7 (5.191)
Al
cli,k,)) = {(yk- yl)(yl— yj} +{xi- xk)(xj-» xi}] 3 (5.192)
JAl
cl1,k,k) = I(yl- yji(yi— yj) +{xj- xl)(x]- x )] 3 (5.193)

Nota: En 5.184 se considerd :
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Los coeficientes antertores dependen solamente de las coordenadas de los
vértices de jos triangulos, porque conocidas éstas (paso 2) ya se pueden

valuar los primeros

Para el caso particular de interes se calcularan algunos de los coeficientes

C.

a) c(2,1,1) como corresponde al triangulo 2 y ahi t+ = 4, } =1y k = 7, se
usara lfa ec.5.189.

A
c(2,1,1) = [y = vy My -y ) +(x,~ x)x,-x )] —

de la fig 5.14

A

[(10-10)(10-10) + (10-0} (10-0}] j

A
2

cl2,1,1)

c(2,1,1) 100

b) c(5,2,6) como corresponde al tridngulo 5 y del la tabla k)

6 y k= 2; se usard la ec 5.192.

[}

(&}
L

Il

A
5
“J’z— y Iy~ v ) +ix - xz)(xﬁ— xsll ry

c(5,2,6)

de la fig.5.14

A
5

1

¢(5,2,6) [(10-20)(20-20) + (20-20)}(30~20}]

c(2,1,1} =0

A efecto de disminuir el nimero de calculos se toma en cuenta que segin 5.186

¥y 5.188, cl,ij) = cl1,5,1)

de 5.187 ¥ 5.191, clLik} =ciLk,1)
de 5.190 v 5.192, c(1,5,k) =cl,k,j)

Como se observa en las ecuaciones anteriores el método de elemento finito
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implica una cantidad considerable de calculos pero ellos son simples ¥

faciles de realizar en un programa de cémputo
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