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Resumen 

Este trabajo presenta una solución numérica de tipo 
euleriano-lagrangiano para la ecuación de la dispersión 
advectiva de contaminantes en redes de distribución. Se 
propone un nuevo método que emplea funciones de 
Green numéricas, desagregando el conjunto de 
ecuaciones en tres sistemas tridiagonales para cada 
tubería y otro de menor tamaño para los nodos de la red. 
El modelo propuesto se aplicó para simular el transporte 
de flúor en una red de distribución real que sólo 
considera la advección. La comparación entre los 
resultados de los dos modelos muestra que el modelo 
aquí propuesto simula mejor la concentración del 
contaminante, especialmente en las tuberías que 

exhiben bajas velocidades del flujo. 
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Este trabajo presenta una solución numérica de tipo euleriano-lagrangiano para la ecuación de 
la dispersión advectiva de contaminantes en redes de distribución. La aplicación de los esque- 
mas numéricos conocidos para resolver esta ecuación en una red produce grandes sistemas 
de ecuaciones lineales debido a la presencia del término que considera la dispersión. Para ali- 
viar este problema se propone un nuevo método que emplea funciones de Green numéricas, 
desagregando el conjunto de ecuaciones en tres sistemas tridiagonales para cada tubería y 
otro de menor tamaño para los nodos de la red. De esta forma, el sistema de ecuaciones se re- 
suelve eficientemente y el modelo numérico puede ser aplicado a redes grandes sin necesidad 
de un esfuerzo computacional excesivo. El modelo propuesto se aplicó para simular el transpor- 
te de flúor en una red de distribución real, para la cual se tienen publicados datos de medicio- 
nes de campo y de simulación con el paquete EPANET de la Agencia de Protección Ambiental 
de Estados Unidos (EPA, por sus siglas en inglés), que sólo considera la advección. La compa- 
ración entre los resultados de los dos modelos muestra que el modelo aquí propuesto simula 
mejor la concentración del contaminante, especialmente en las tuberías que exhiben bajas ve- 
locidades del flujo. 

Palabras clave: redes de distribución, dispersión, modelos de calidad del agua, análisis diná- 
mico, modelos matemáticos, flujo no permanente, modelos numéricos. 

Introducción 

La concentración de cualquier sustancia contenida en 
el agua en una red de distribución está sujeta a cam- 
bios espaciales y temporales debidos a la velocidad 
del flujo, la dispersión, la reacción con el agua y con el 
material de la pared de los tubos, la mezcla del agua 
en los nodos comunes de varias tuberías y otros pro- 
cesos. El objetivo de un modelo de transporte de con- 
taminantes en redes de distribución es calcular estos 
cambios para los diferentes puntos de la red, dada su 
concentración en sitios específicos. Un modelo de 
este tipo puede ser extremadamente útil en el diseño y 
en la operación de las redes de agua potable, ya que 
daría la posibilidad de analizar el posible decaimiento 
de un desinfectante en la red y de definir estrategias 
para garantizar la concentración requerida del mismo 
en el sistema de distribución; permitiría también opti- 
mizar la ubicación y las dosis de las unidades de des- 
infección, analizar el resultado de la mezcla del agua 

proveniente de diferentes fuentes en la red, optimizar 
la ubicación de los puntos de muestreo de la calidad 
del agua, y analizar el comportamiento de sustancias 
químicas y el tiempo de recuperación del sistema des- 
pués de un accidente de contaminación, entre otras 
importantes aplicaciones. 

Para representar correctamente las variaciones de 
la concentración del contaminante, el modelo matemá- 
tico debe tomar en cuenta los procesos básicos que 
las originan: advección, que representa el transporte 
del contaminante originado por la velocidad del flujo; 
b) difusión, que representa el movimiento de la sustan- 
cia desde puntos de alta hacia otros de baja concen- 
tración, y c) la reacción del contaminante con el agua, 
y con las paredes de tuberías y tanques. El efecto con- 
junto de la difusión y de la no uniformidad de la veloci- 
dad en la sección transversal del tubo da lugar a un 
proceso de mezcla más intensa, llamado dispersión. 
Varios autores han propuesto e implementado modelos 
numéricos para simular el transporte de contaminantes 



en las redes de agua potable que consideran la ad- 
vección y la reacción, mas no la dispersión. Ejemplos 
de Io anterior son el Modelo lagrangiano de transporte, 
de Liou y Kroon el Enfoque dinámico para mo- 
delar la calidad del agua, de Grayman et al. el 
Método de los elementos discretos, de Rossman et al. 

y varios más. Un resumen y descripción de las 
diferentes variantes de los modelos de este tipo pue- 
den ser encontrados en las memorias de una confe- 
rencia especial sobre el tema (AWWRF y EPA, 1991) y 
en el informe relativo al mismo (AWWRF, 1990). Mode- 
los similares han sido publicados en México (Tzátch- 
kov y Arreguín, 1996; Tzátchkov, 1996). 

En niguno de ellos se toma en cuenta la dispersión. 
Algunos de los autores manifiestan que ésta es des- 
preciable en el caso de las redes de agua potable, 
pero ninguno ha presentado alguna evaluación de su 
efecto cualitativo y cuantitativo en las diferentes condi- 
ciones de flujo, diámetros de las tuberías y otros fac- 
tores. Biswas et a/. (1993) presentan un modelo en el 
que se considera la difusión, pero sólo en la dirección 
radial. Entre los paquetes computacionales que consi- 
deran solamente advección y reacción destaca el pro- 
grama EPANET, desarrollado por la Agencia de Protec- 
ción Ambiental de Estados Unidos (EPA, por sus siglas 
en inglés) (Rossman, 1993; AWWRF, 1996). 

Las mediciones de campo hechas en redes de distri- 
bución de varias ciudades, por ejemplo las publicadas 
por Rossman et al. 994) y en AWWRF mues- 
tran que los modelos que consideran advección y reac- 
ción dan buenos resultados en la mayoría de los casos, 
pero no en todos. En las tuberías que presentan bajas 
velocidades del flujo, las predicciones de los modelos 
de advección-reacción difieren considerablemente de 
las concentraciones medidas, como se observa en los 
datos reportados por Rossman et al. que se 
presentan más adelante en este trabajo. Las bajas ve- 
locidades del flujo son frecuentes en las redes de dis- 
tribución y se deben a muchos factores, entre los cua- 
les destacan la variación de la demanda durante el 
día, el requerimiento de un diámetro mínimo en el dise- 
ño y el sobredimensionamiento de la red que a veces 
se practica con vistas a cubrir demandas futuras. Un 
estudio llevado a cabo en la red de distribución de una 
unidad habitacional en el estado de Morelos, México, 
con base en simulaciones hidráulicas y mediciones en 
campo (Hansen, 1997) reporta que en un de las 
tuberías se presentaron velocidades muy bajas que 
tienden a un flujo laminar. Es importante entonces con- 
siderar la dispersión en la modelación del transporte 
de contaminantes en las redes de distribución. 

Desde el punto de vista algorítmico y computacio- 
nal, una solución numérica que toma en cuenta la dis- 

persión en una red es mucho más complicada que las 
soluciones numéricas que sólo consideran advección 
y reacción. Las ecuaciones de advección pura, o de 
advección-reacción, se resuelven por métodos lagran- 
gianos (que siguen el movimiento de las partículas en 
el flujo) explícitos, en los que solamente se calcula el 
traslado provocado por la velocidad del flujo (o el tras- 
lado y decaimiento por reacción) del estado dado en 
las condiciones iniciales. Estas soluciones numéricas 
no son adecuadas para tratar la dispersión. Por otro 
lado, las de tipo euleriano (de malla de cálculo fija) po- 
drían ser usadas para discretizar el término que con- 
sidera la dispersión, pero los incrementos de espacio 
y tiempo estarían limitados por condiciones de estabili- 
dad y aproximación del esquema numérico. El proble- 
ma se agrava considerablemente cuando la advección 
domina sobre la dispersión. En este caso se producen 
fuertes gradientes de concentración, que pueden ser 
considerados en la solución numérica con una exacti- 
tud satisfactoria solamente por medio de una discreti- 
zación extremadamente fina, que no resulta práctica. 
El problema de la solución numérica de la ecuación de 
advección-dispersión en una tubería de agua potable 
pertenece exactamente a este tipo de problemas, dado 
el pequeño valor del coeficiente de dispersión. Todos 
estos problemas numéricos son difíciles de solucionar 
en un solo dominio (en una sola tubería), y lo son mu- 
cho más en el caso de una red de tubos, debido al 
gran número de puntos que se requiere considerar, y a 
las condiciones de frontera comunes en las uniones 
entre las tuberías. 

En este trabajo se presenta una solución numérica 
eficiente de tipo euleriano-lagrangiano para la advec- 
ción-dispersión en redes de tuberías con flujo no per- 
manente. De acuerdo con la técnica de los métodos 
euleriano-lagrangianos, en cada incremento de tiempo 
se aplican dos etapas en la solución numérica: una la- 
grangiana en la que se considera la advección, segui- 
da por una euleriana en la que se considera la disper- 
sión. En la etapa euleriana se obtiene un sistema de 
ecuaciones que puede tener un gran número de in- 
cógnitas si la red tiene muchas tuberías. Para hacer 
eficiente la solución de este sistema de ecuaciones se 
propone una nueva técnica que emplea funciones de 
Green numéricamente calculadas para cada tubería. 
La solución que se propone se aplicó para simular la 
propagación no permanente de flúor en una red de 
distribución real, para la cual se tienen publicados da- 
tos de mediciones de campo y de simulaciones con el 
programa EPANET. La solución propuesta logra una 
mejor coincidencia entre el modelo y los datos de con- 
centración medidos, especialmente para las tuberías de 
la red en que prevalecen velocidades del flujo bajas. 



Planteamiento del problema 

El transporte no permanente de una sustancia en una 
tubería con flujo a presión se describe por la siguiente 
ecuación diferencial : 

La ecuación proporciona una transición continua 
para el valor de Den el límite entre flujo laminar y agua 
en reposo en una tubería. 

La difusividad E de diferentes sustancias en el agua 
tiene valores extremadamente pequeños; por ejemplo, 
la del cloro en agua tiene un valor de x m2/s. 
Debido a esto, el valor del coeficiente de dispersión D 
calculado con las ecuaciones o puede ser muy 
alto, mucho mayor que el del mismo coeficiente para 
flujo turbulento. G. Taylor estableció los si- 
guientes límites de validez para la ecuación 3: 

donde C es la concentración de la sustancia, u es la 
velocidad media del flujo, D es el coeficiente de dis- 
persión, K es un coeficiente que considera la reacción 
de la sustancia con el volumen de agua y con la pared 
del tubo, x es la distancia longitudinal por el eje de la 
tubería y t es el tiempo. La aplicación de un modelo de 
transporte de sustancias en redes de agua potable 
consta de dos partes: primero se aplica un modelo hi- 
dráulico de flujo no permanente que proporciona, entre 
otras cosas, la velocidad media del flujo en cada tube- 
ría y en cada instante; luego se aplica el modelo basa- 
do en la ecuación l .  De esta forma, la velocidad u en 
esta ecuación se considera conocida. 

Para el cálculo del coeficiente de dispersión D se 
conocen las expresiones teóricas obtenidas por G. 
Taylor (Taylor, 1953; Taylor, 1954) para flujo laminar y 
turbulento. Para flujo turbulento, Taylor propuso la si- 
guiente expresión: 

donde L es la longitud del tubo dentro de la cual ocu- 
rren cambios significativos en la concentración. Esta 
longitud se determina experimentalmente. Los trabajos 
de G. Taylor consistían en introducir instantáneamente 
cierta cantidad de una sustancia en un flujo lento de 
agua y luego medir la concentración resultante aguas 
abajo para diferentes instantes. Para este caso, la con- 
centración resultante se aproxima a una curva de 
Gauss (distribución normal) que se mueve con la velo- 
cidad del flujo (Clark, 1996). Este último autor propone 
tomar: 

donde des  el diámetro del tubo y f es el factor de "fric- 
ción" (factor de Moody). 

Para flujo laminar, G. Taylor obtuvo la expresión: 
donde es la desviación estándar de la mancha en 
movimiento que forma la sustancia en el flujo. 

No se conocen expresiones teóricas para calcular 
el valor del coeficiente de dispersión en la zona de 
transición entre flujo laminar y turbulento. 

En los nodos de una red aplican las siguientes con- 
diciones de frontera: 
a) En los que representan las fuentes de abasteci- 

miento de agua, o los puntos en que se introduce 
la sustancia (como las estaciones de recloración), 
se conoce el valor de la concentración para cada 
instante. 

b) Para los de consumo, la masa de la sustancia que 
se extrae con el agua en una unidad de tiempo es 
igual al caudal multiplicado por la concentración en 
dicho nodo. 

c) En el caso de los tanques, se aplica el siguiente ba- 
lance de masa: 

donde E es la difusividad de la sustancia en el agua y 
Pe es el número de Peclet, que se define como: 

donde a es el radio del tubo. 
El coeficiente de dispersión D según las ecuacio- 

nes y tiende a cero cuando la velocidad u tiende 
a cero, lo cual no es realista, dado que aun con una 
velocidad cero (agua en reposo) siempre existirá la 
difusión molecular, expresada precisamente por la di- 
fusividad E. Aris (1956) demostró que la difusividad 
molecular es aditiva a la debida al flujo laminar y obtu- 
vo la siguiente ecuación para D, conocida también 
como ecuación de Taylor-Aris: 



donde Q es el gasto en el extremo de una tubería que 
se une con el tanque, C es la concentración en el mis- 
mo extremo y Ves el volumen del agua en el tanque. 
Los subíndices entra y sale señalan que las sumatorias 
correspondientes se toman sobre las tuberías que in- 
troducen y sacan agua del tanque, respectivamente. 

Solución numérica 

Para resolver numéricamente la ecuación para cada 
tubería, considerando las correspondientes condicio- 
nes de frontera en los nodos de la red, se emplea una 
solución de tipo euleriano-lagrangiano (Aldama et al., 
1996). La teoría y numerosas aplicaciones de este tipo 
de solución para un solo dominio (una sola tubería) es- 
tán descritas en muchas publicaciones, por ejemplo 
Baptista (1987) y las referencias que ahí se señalan. 

La idea principal de los métodos euleriano-lagran- 
gianos consiste en aplicar la solución numérica en dos 
etapas consecutivas. En la primera se resuelve la par- 
te advectiva de la ecuación por procedimientos numé- 
ricos que se basan en seguir el transporte debido a la 
velocidad del flujo; en la segunda se considera la par- 
te de dispersión mediante una solución numérica con 
una malla de cálculo fija. La solución numérica que se 
presenta en este trabajo es aplicable a la ecuación 
de advección-dispersión-reacción, como lo demues- 
tran Aldama et al. (1996). No obstante, se presenta so- 
lamente el caso de advección-dispersión (es decir, se 
resuelve la ecuación (1) con K = O), dado que las com- 
paraciones con mediciones de campo que se tienen 
más adelante se refieren al caso de una sustancia con- 
servativa (flúor), es decir, una sustancia que no reac- 
ciona con el agua, ni con la pared de los tubos ni de 
los tanques. Para los fines de la solución euleriana-la- 
grangiana, la ecuación (para K = O) se discretiza 
como sigue: 

La suma de las ecuaciones y equivale a la ecua- 
ción lo que justifica el desacoplamiento. La ecua- 
ción representa el transporte por advección pura y 
puede ser resuelta por el método de las características 
para obtener los valores de que a su vez se usan 
como condiciones iniciales para la ecuación que 
se resuelve por un esquema numérico implícito. 

Los métodos euleriano-lagrangianos están bien es- 
tudiados y aplicados a diferentes problemas de inge- 
niería para el caso de un solo dominio. En el caso de 
varios dominios interconectados, como en el de una 
red de tuberías, la solución implícita en la etapa eule- 
riana conduce a un sistema de ecuaciones demasiado 
grande, cuya solución directa no es eficiente. A conti- 
nuación se describe una solución euleriana-lagrangia- 
na para una red de tuberías que evita resolver un siste- 
ma de ecuaciones grande. 

Etapa lagrangiana 

En esta etapa se resuelve la ecuación utilizando el 
método de las características con proyección hacia 
atrás en el tiempo (the backwards method of charac- 
teristics). La longitud de la tubería se discretiza en cier- 
ta cantidad de puntos de cálculo equidistantes que son 
los interiores, numerados de a N, y los dos extremos 
de la tubería que pueden ser nombrados como nodo 
del frente F, y nodo de la retaguardia R (ilustración 1). 

La solución numérica se ejecuta en incrementos de 
tiempo consecutivos Para el principio de cada uno 
de estos incrementos de tiempo (para el momento 
se conocen los valores de C en todos los puntos de 
cálculo y se busca obtener los valores de C para el 

donde los superíndices n y n señalan dos instantes 
consecutivos, y es el incremento de tiempo usado 
en la solución numérica de transporte. Para el instante 
n los valores de C se suponen conocidos, y se busca 
calcular los mismos para el instante n + Si se intro- 
duce una variable auxiliar intermedia la ecuación 
puede ser desacoplada así: 



momento Los puntos de cálculo hasta F para 
el momento se proyectan por las líneas característi- 
cas hacia atrás en el tiempo, hasta que la línea carac- 
terística cruce el nivel de tiempo Un ejemplo se 
muestra en la ilustración donde la proyección del 
punto j es el punto A. La ecuación O describe una ad- 
vección pura; entonces, el valor de C para el punto j 
es el mismo que el valor para el punto A, y puede ser 
calculado por una interpolación entre los valores cono- 
cidos del nivel Se pueden emplear diferentes es- 
quemas de interpolación, pero el más sencillo es una 
interpolación lineal entre los puntos j-1 y j .  Para ase- 
gurar la estabilidad de este esquema numérico senci- 
llo, los incrementos de espacio y tiempo deben cumplir 
con la siguiente condición: 

donde Cr es llamado número de Courant. 
En la modelación del flujo no permanente en redes 

de distribución de agua potable es común usar mode- 
los quasi-dinámicos, también llamados de periodos 
extendidos, en los que los gastos que fluyen en las tu- 
berías se consideran como constantes dentro de cada 
uno de los segmentos de tiempo que se tienen en la 
simulación. Los incrementos de tiempo que se em- 
plean en la simulación del transporte de contaminan- 
tes son mucho menores que los usados en el modelo 
hidráulico de periodos extendidos. Cada incremento 
“hidráulico” At,, se divide en cierta cantidad de incre- 
mentos de tiempo para la solución numérica de trans- 
porte At,. De esta forma, la simulación del transporte 
de contaminantes considera una velocidad del flujo 
constante en cada tubería y para cada incremento hi- 
dráulico. El número de subtramos NXi en una tubería i 
se calcula entonces como: 

la red (en otras palabras la discretización resultante) 
también será diferente. La ilustración muestra el pro- 
cedimiento que se usará para un nivel de tiempo en el 
que cambia el valor de la velocidad y con esto la dis- 
cretización. Cada punto del primer nivel de tiempo que 
tiene la nueva discretización es proyectado sobre su 
línea característica, hacia abajo, hasta el nivel de tiem- 
po anterior para obtener luego los valores de me- 
diante una interpolación lineal entre los puntos corres- 
pondientes. Si la línea característica cruza la frontera 
vertical izquierda, como por ejemplo el punto de la 
ilustración entonces el valor de se calcula me- 
diante una interpolación sobre esta frontera izquierda 
vertical. 

El procedimiento así descrito se aplica para calcu- 
lar los valores de en los puntos a Fen cada tube- 
ría de la red (ilustración Para calcular el valor de 
en el punto R (el nodo de retaguardia para la tubería), 
es necesario considerar las demás tuberías de la red 
que se unen en el mismo punto (que a la vez es uno de 
los nodos de la red). Son posibles tres casos: 

a) Una sola tubería introduce agua al nodo (nodo 
de distribución, ilustración 3). El valor de calculado 
para el punto F de esta tubería se asigna a los nodos 
de retaguardia R de las demás tuberías unidas en el 
nodo. 

b) Varias tuberías introducen agua al nodo (nodo de 
mezcla, ilustración 3). Suponiendo que existe una mez- 
cla completa, primero se calcula la concentración re- 
sultante de la mezcla en el nodo que une las tuberías: 

donde Li es la longitud de la tubería i, e INT() repre- 
senta “la parte entera de”. La longitud de cada subtra- 
mo se calcula mediante la siguiente ecuación: 

El valor de Ax, calculado por las ecuaciones y 
cumple con la condición de la ecuación 

La velocidad del flujo en los diferentes incrementos 
de tiempo “hidráulicos” At,, será diferente; de esta for- 
ma, la cantidad de subtramos en una tubería dada de 



Esto completa el procedimiento computacional de 
la etapa lagrangiana, que se repite en cada uno de los 
incrementos de tiempo considerados en la simulación. 
Cabe señalar que los modelos conocidos para la simu- 
lación de la calidad del agua en redes de distribución, 
por ejemplo los publicados por Liou y Kroon 
Grayman et a/. Rossman et al. AWWRF 
y EPA ) y AWWRF 996) son diferentes variantes 
de esta parte lagrangiana de la solución que aquí se 
propon e. 

Etapa euleriana 

En esta etapa se resuelve la ecuación en el interva- 
lo de tiempo entre tn y utilizando los valores de 
calculados en la etapa lagrangiana como condiciones 
iniciales. Existen varios métodos numéricos bien cono- 
cidos para la solución de esta ecuación en el caso de 
un dominio (una sola tubería), pero la solución es mu- 
cho más complicada para el caso de una red, donde 
se presentan principalmente dos problemas: 

a) Las condiciones de frontera se formulan para 
puntos comunes de varias tuberías (para los nodos de 
la red), y no para los extremos de cada tubería como 
en el caso de una sola tubería. Se consideran dos tipos 
de condiciones de frontera. En primer lugar, para cada 
nodo de la red se formula la siguiente relación, que 
proviene de la integración espacial de la ecuación 11: 

donde qi es el gasto que se extrae del nodo (el consu- 
mo de agua), Q,,,,, es el gasto en una tubería que intro- 
duce agua al nodo, Q,,,, es el gasto en una tubería que 
recibe agua del nodo, es el gasto Q,,,,, multi- 
plicado por el valor de la para el punto F  d e  la tube- 
ría. Este último valor de C, se asigna luego a los puntos 
R de las tuberías que reciben agua del nodo. Nótese 
que de esta manera se obtienen valores discontinuos 
para la concentración en los extremos Fde las tuberías 
que introducen agua al nodo; es decir, se obtiene un 
valor en cada extremo F y otro valor para el nodo cal- 
culado por la ecuación Estos valores discontinuos 
provienen de la naturaleza puramente advectiva de 
esta etapa lagrangiana de la solución. En la etapa eu- 
leriana, que se describe más adelante, se considera 
un valor único (y por tanto continuo) de la concentra- 
ción en los nodos de la red. 

c) No hay tuberías que introducen agua al nodo. 
Este es el caso de un nodo que representa una fuente 
o un tanque. Para las fuentes, el valor de C es conoci- 
do y se asigna directamente a los puntos R de las tu- 
berías que salen de la fuente. Para simular el efecto de 
un tanque, en cada incremento de tiempo se usa el si- 
guiente procedimiento basado en la ecuación 8: 

Una vez calculados los valores de Ca para los ex- 
tremos F de las tuberías que introducen agua al tan- 
que, se calcula la suma de los productos de cada 
multiplicado por el gasto de la tubería correspondien- 
te. Esta suma da la masa de la sustancia modelada 
que ingresa al tanque en una unidad de tiempo. 

Suponiendo una mezcla completa e instantánea 
dentro del tanque, se calcula el siguiente valor para la 
concentración dentro del tanque: 

donde Ves el volumen de agua que se considera con- 
centrado en el nodo, m es el número de tuberías que 
se conectan en el nodo, A, es el área de la sección 
transversal de la tubería j y D, es el coeficiente de dis- 
persión para la tubería j .  El segundo tipo de condición 
de frontera se expresa en valores prescritos de C, en 
los nodos que representan las fuentes u otros puntos 
con concentración conocida en la red. 

b) La aplicación directa del esquema numérico pro- 
duce un sistema de ecuaciones de gran magnitud y 
con una estructura que no es conveniente para una so- 
lución numérica eficiente. Como un ejemplo, para la 
pequeña red mostrada en la ilustración y con la dis- 
cretización señalada en la misma, se obtiene una ma- 
triz del sistema de ecuaciones con la estructura que se 
muestra en la ilustración 

Para dar solución a estos dos problemas, Aldama 
et a/. (1998) propusieron un nuevo método general 
para la consideración de las condiciones de frontera y 
para una solución numérica eficiente de problemas de 
ecuaciones diferenciales en redes, llamado Método de 

donde Ves el volumen del agua almacenada en el tan- 
que. Este valor se asigna luego al extremo R de cada 
tubería que recibe agua del tanque. 



las funciones de Green numéricas. Este método se 
aplica en el presente trabajo para obtener una solución 
numérica eficiente. Las bases del método se explican 
en Aldama et al. (1998); por esta razón, aquí sólo se 
presenta el procedimiento computacional correspon- 
diente al presente modelo de transporte en redes. 

Para la solución numérica se utiliza la misma discre- 
tización empleada en la etapa lagrangiana. Las deriva- 
das se aproximan por diferencias finitas como sigue: 

La expresión de la ecuación representa un sis- 
tema de N ecuaciones con N+2 incógnitas, que son 
los valores de la concentración C para los puntos a 
N, R  y  F. Este sistema no puede ser solucionado direc- 
tamente (separadamente) para cada tubería, ya que el 
número de incógnitas es mayor que el número de 
ecuaciones. En lugar de eso, se utiliza el siguiente pro- 
cedimiento (Aldama et al., Aldama et al., 1998): 

Se supone que C = O en los dos extremos de la tu- 
bería y se resuelve el sistema de ecuaciones para la 
tubería. La solución resultante se denomina solución 
homogénea y se señala con h(x). Luego se propone 
C para el extremo de retaguardia R, y C = O para el 
extremo de frente F, y se resuelve nuevamente el siste- 
ma de ecuaciones. Finalmente se supone C = O para 
el extremo de retaguardia R, y C = para el extremo 
de frente F y, por tercera vez, se resuelve el sistema de 
ecuaciones con estos datos. 

Las dos últimas soluciones del sistema de ecuacio- 
nes representan en realidad dos funciones de Green 
numéricamente obtenidas, GR(x) y GF(x), correspon- 
dientes a una excitación unitaria aplicada en los extre- 
mos R y F, respectivamente (Aldama et al., 1998). Es- 
tas dos funciones son simétricas, es decir: 

donde el superíndice "a" señala valores obtenidos en 
la etapa lagrangiana. Las ecuaciones y se susti- 
tuyen en la ecuación obteniéndose las siguientes 
relaciones para los puntos interiores (sin incluir los dos 
extremos) de una tubería: 

por lo cual el sistema de ecuaciones necesita ser re- 
suelto sólo para una de estas dos funciones. 



Con la ayuda de estas tres soluciones auxiliares, la 
concentración C en una tubería de la red se expresa 
por una superposición de la solución homogénea y las 
dos funciones de Green, cada una de ellas multiplica- 
da respectivamente por cada uno de los todavía des- 
conocidos valores C, y C, de la concentración en los 
dos extremos R y es decir: 

Para cada nodo i de la red el modelo supone un 
valor continuo y único de la concentración C,, el mismo 
para todos los extremos de tubería que se unen en el 
nodo. Para obtener este valor de la concentración en 
todos los nodos (y con esto en los extremos de todas 
las tuberías) se utiliza la ecuación La derivada con 
respecto al tiempo en esta ecuación se expresa por la 
ecuación escrita para el nodo i, y la derivada con 
respecto al espacio se aproxima con base en los val- 
ores de C en el nodo i y en el punto de discretización 
más cercano de la tubería, esto es: donde hi es el valor de la solución homogénea para el 

punto j ,  GRi es el valor de la función de Green para el 
extremo de retaguardia, GFi es el valor de la función 
de Green para el extremo de frente, y N es el número de 
puntos dentro de la tubería. De esta manera, la solu- 
ción numérica se obtiene por una superposición de 
tres soluciones auxiliares. La primera de éstas toma en 
cuenta las condiciones iniciales que hay dentro de la 
tubería con condiciones de frontera homogéneas, y las 
otras dos consideran los valores de C en los dos ex- 
tremos de la tubería. La ilustración muestra esta 
superposición. 

donde i señala el nodo de la red, y I ,  j señala el punto 
de discretización dentro de la tubería más cercano al i 
(que puede ser el punto o el punto N, según el sen- 
tido de numeración adoptado dentro de la tubería). 
Después de emplear las ecuaciones y y supo- 
ner que el volumen V está formado por la suma de los 
volúmenes de segmentos elementales con longitud Ax 
de las tuberías que se unen unen en el nodo, la ecuación 
puede ser escrita como: 
de las tuberías tuberías que se 

Para cada tubería j ,  en la ecuación es una in- 
cógnita, y puede expresarse por medio de la relación 
de la ecuación involucrando de esta manera los 
valores de C en los dos extremos de la tubería (que 
son a la vez dos nodos de la red). De esta forma, la 
ecuación escrita para cada nodo de la red, pro- 
porciona un sistema de ecuaciones lineales para los 
valores de C en los nodos de la red. En el proceso de 
solución de este sistema de ecuaciones hay que con- 
siderar los valores prescritos de C en los nodos que 
representan fuentes y tanques. Para simular el efecto 
de un tanque, primero se calcula la concentración re- 
sultado de la mezcla del agua que se encuentra en el 
mismo, con el agua que ingresa por las tuberías. El va- 
lor resultante se asigna al extremo de retaguardia R de 
las tuberías que reciben agua del tanque. 

Una vez obtenidos los valores de C para los nodos 
de la red, se calculan los mismos para los puntos inte- 
riores de cada tubería con la ecuación 

Desde el punto de vista algorítmico y computacio- 
nal, la composición del sistema de ecuaciones (ecua- 
ción 26) puede ser tratada convenientemente dentro 
del contexto del método de los elementos finitos. Cada 
tubería puede ser considerada como un elemento que 
aporta términos a dos ecuaciones del tipo de la rela- 



ción de la ecuación correspondientes a sus dos 
nodos. Para obtener su contribución, la expresión de la 
ecuación escrita para se sustituye en las dos 
ecuaciones del tipo de la ecuación que correspon- 
den a los nodos R y respectivamente. Las contribu- 
ciones resultantes pueden ser escritas en la siguiente 
forma matricial: 

donde F, es la contribución del elemento (la tubería) a 
la ecuación para el nodo R; FF es la contribución del 
elemento a la ecuación (26) para el nodo F, y: 

En la terminología usada en el método de los elemen- 
tos finitos, [k]e y [g]e son las matrices de un elemento. 
La adición de las matrices [k]e y [g]e de todos los ele- 
mentos a matrices globales [K] y [G], considerando los 
números de los dos nodos de cada elemento, produce 
el siguiente sistema de ecuaciones para la red: 

donde (C} es el vector de las concentraciones en los 
nodos de la red. Cabe señalar que las contribuciones 
de los elementos consideran solamente la parte dere- 
cha de la ecuación Para considerar la parte iz- 
quierda se resta el término de cada ele- 
mento diagonal en [K] y se suma el término 

a cada elemento en [G]. 
La matriz [K] del sistema de la ecuación es 

simétrica y porosa (contiene muchos elementos igua- 

les a cero), y refleja la estructura de la red: para cada 
nodo existe un renglón en la matriz, cuyos elementos 
diferentes de cero corresponden a la diagonal y a los 
nodos con los cuales se conecta el nodo en conside- 
ración. Existen algoritmos matriciales especiales que 
pueden usarse para almacenar y resolver eficiente- 
mente sistemas de ecuaciones con este tipo de matriz. 

Algori tmo computacional 

Desde el punto de vista computacional, la solución 
numérica que se propone se realiza en la siguiente 
secuencia: 

Se aplica un modelo hidráulico de periodos ex- 
tendidos para calcular la variación del flujo en la red 
durante el día. De los resultados obtenidos se toman 
los gastos y las velocidades del flujo en cada tubería, 
que se consideran constantes para cada incremento 
de tiempo "hidráulico" considerado. 

Cada incremento de tiempo hidráulico se divide 
en un cierto número de incrementos de tiempo que se 
usarán en la solución numérica de transporte de sus- 
tancias; cada tubería se discretiza luego en un número 
dado de puntos de cálculo usando las ecuaciones 
y El número de puntos en cada tubería puede ser 
diferente entre un incremento de tiempo hidráulico y 
otro, ya que depende de la velocidad del flujo. 

Se estima el valor del coeficiente de dispersión D. 
Los restantes pasos del procedimiento se repiten 

para cada incremento de tiempo. 
Se aplica la etapa lagrangiana (la parte de ad- 

vección pura) de la solución. AI cambiar la discretiza- 
ción entre un incremento de tiempo hidráulico y otro, 
se aplica la interpolación mostrada en la ilustración 

Para cada tubería se obtienen la solución homo- 
génea y las dos funciones de Green numéricas, resol- 
viendo el sistema de ecuaciones lineales (ecuación 
20) para cada una de ellas con las correspondientes 
condiciones de frontera. La matriz del sistema de 
ecuaciones (ecuación 20) es tridiagonal y se tiene una 
misma matriz para los tres sistemas de ecuaciones, 
con cambios en la parte derecha del sistema solamen- 
te, por lo cual la solución se obtiene eficientemente por 
el algoritmo de Thomas. Las dos funciones de Green 
son simétricas, así que es suficiente obtener una de 
ellas de la solución del sistema de ecuaciones 
(ecuación 20). 

Se compone la matriz del sistema de ecuaciones 
(ecuación 35). La estructura especial que tiene esta 
matriz permite usar algoritmos eficientes de manejo de 
matrices porosas, como los que se usan en el método 
de los elementos finitos, para componer, almacenar y 
solucionar el sistema de ecuaciones. 



Se resuelve el sistema de ecuaciones (ecuación 
considerando los valores prescritos de C en los 

nodos que representan fuentes y tanques. 
Se calculan los valores de C para los puntos inte- 

riores de cada tubería por medio de la ecuación 
De esta forma, el sistema de ecuaciones que pro- 

duce la aplicación directa del esquema en diferencias 
finitas para toda la red se desagrega en tres sistemas 
tridiagonales para cada tubería y en un sistema de me- 
nor tamaño para la concentración en los nodos de la 
red, todos ellos de estructura especial que admite una 
solución numérica eficiente, lo cual es una ventaja de 
la solución que se propone, especialmente cuando se 
quieren modelar redes con gran número de nodos y 
tramos. 

Una especial atención requiere la consideración 
del coeficiente de dispersión D. Para flujo turbulento 
(Re 4,000) se usa la ecuación En el caso general, 
el valor del factor f debe obtenerse resolviendo la 
ecuación implícita de Colebrook-White por algún méto- 
do numérico, pero para los fines del cálculo de D sería 
suficiente, no obstante alguna aproximación explícita. 
En el programa de cómputo preparado por los autores 
para implementar el modelo se utiliza la siguiente ecua- 
ción explícita propuesta por Guerrero (1995) como una 
aproximación de la ecuación de Colebrook-White: 

a) Calcular D por medio de la ecuación indepen- 
dientemente del régimen del flujo. Los resultados que 
se obtienen para este caso prácticamente coinciden 
con los del modelo de advección pura, lo que se ex- 
plica debido a que en las tuberías que presentan velo- 
cidades muy bajas el valor de D calculado con la 
ecuación es muy pequeño, y la influencia del térmi- 
no de dispersión en la relación de la ecuación es 
insignificante. En las tuberías que presentan veloci- 
dades medias y altas el valor de D no es bajo, pero en 
estas tuberías la advección predomina sobre la dis- 
persión precisamente por las velocidades altas y nue- 
vamente el término de dispersión resulta insignificante. 
Una conclusión de esta experiencia inicial es que si en 
la red no se presentan velocidades muy bajas (si Re 

en todas las tuberías) es suficiente usar un mod- 
elo de advección pura. 

b) Calcular D con la ecuación cuando Re 
con la relación de la ecuación cuando Re y 
cuando Re calcular D para Re = 
con la ecuación y para Re = con la ecuación 

y luego interpolar para el valor de Re dado. Los re- 
sultados de las simulaciones efectuadas para este 
caso mostraron una dispersión excesiva, mucho mayor 
que la medida en campo, lo cual se debe a que los va- 
lores de D para Re < obtenidos son demasiado 
grandes. Para tener una idea del orden de estos va- 
lores, puede aplicarse el siguiente análisis: 

De la definición del número de Reynolds Re: 

donde des el diámetro de la tubería, e es la rugosidad, 
Re es el número de Reynolds, y G y T son coeficientes 
cuyos valores dependen del número de Reynolds, 
como sigue: 

V 

despejando la velocidad u que daría un Re = 2,000: 

U 

El número de Peclet correspondiente a esta veloci- 
dad sería: 

Según Guerrero la ecuación proporciona 
una mejor aproximación para f que la ecuación de 
Swamee-Jain (Swamee y Jain, 1976) y otras ecuacio- 
nes conocidas. 

Los autores de este trabajo exploraron diferentes 
posibilidades para estimar el valor de D para flujo lami- 
nar y en transición de laminar a turbulento, es decir, 
para Re En cada una de estas posibilidades 
los resultados del modelo se compararon con las me- 
diciones de campo que se describen más adelante, y 
con un modelo que no considera la dispersión (advec- 
ción pura). Algunas de las posibilidades exploradas 
y las conclusiones correspondientes se comentan a 
continuación: 

donde v es la viscosidad cinemática del agua, que es 
del orden de m2/s. Dado que el valor de E es del or- 
den de m2/s, f e  calculado por medio de la ecua- 
ción sería del orden de m2/s, y la ecuación 
daría un valor para D del orden de los m2/s, que es 
mucho mayor (de dos mil a diez mil veces) que los va- 
lores de D para flujo turbulento, calculados por la 
ecuación para el mismo valor de la velocidad u. 

c) Utilizar la ecuación cuando Re y la 
ecuación para el intervalo en que se cumple la con- 
dición de la ecuación (solamente se considera el 
miembro derecho de esta ecuación, ya que el izquier- 



do, Pe no tiene importancia práctica), e interpo- 
lar para valores intermedios. Tomando en cuenta la 
ecuación con la relación de la ecuación puede 
despejarse el valor límite de la velocidad: 

Se aplica entonces la ecuación cuando se cumple la 
ecuación Como se mencionó anteriormente, de 
acuerdo con G. Taylor el valor de L debe ob- 
tenerse experimentalmente. Para que la velocidad obte- 
nida por la ecuación no sea extremadamente peque- 
ña, se requiere que el valor de L sea lo suficientemente 
grande. Se realizaron varios intentos de deducir el va- 
lor de L con base en los resultados de las mediciones 
de campo que se comentan más adelante en este ar- 
tículo, pero no se pudieron obtener resultados satisfac- 
torios, dada la limitada información experimental que 
se tiene. Se procedió entonces a efectuar corridas del 
modelo con diferentes valores de L y comparar los re- 
sultados con las mediciones de campo, tratando de 
esta manera de calibrar el modelo por medio del valor 
de L. Se obtuvo una coincidencia satisfactoria para 
L = m. Esta longitud es varias veces mayor que 
la longitud de las tuberías de la red en que se midió. 

d) Se procedió finalmente a efectuar corridas del 
modelo con diferentes valores de Den las tuberías que 
presentan velocidades bajas y se comparararon los 
resultados con las mediciones de campo, tratando al 
coeficiente D como un coeficiente de calibración. Para 
ciertos valores de D, por ejemplo para m2/s, se 
obtuvo una coincidencia bastante satisfactoria, como 
se comenta más adelante. 

Comparación con el modelo EPANET 
y con mediciones de campo 

El programa de cómputo EPANET, desarrollado por la 
USEPA, es de dominio público y puede ser copiado de 
una página de lnternet junto con los datos necesarios 
para correr tres ejemplos de diferentes redes de agua 
potable. Uno de éstos se refiere a la red de distribu- 
ción de Cherry Hill Brushy Plains, una localidad en los 
Estados Unidos, en la cual la USEPA efectuó una serie 
de mediciones de la concentración no permanente de 
cloro y flúor, con el objeto de validar las predicciones 
del modelo EPANET (Rossman et al., 1994). El modelo 
que aquí se propone se aplicó para simular el trans- 
porte de flúor en la misma red y con los mismos datos 
que se usaron en el modelo EPANET. Se prestó espe- 
cial atención en usar los mismos datos hidráulicos, 
condiciones de frontera, algoritmo para simular el 

efecto del tanque, número de puntos de cálculo e in- 
crementos de tiempo, y otros, de forma que se pueda 
apreciar precisamente la importancia relativa del tér- 
mino de dispersión que se considera en el presente 
modelo y que no toma en cuenta el EPANET. Por la 
misma razón se simuló solamente el caso de trans- 
porte de flúor, que puede ser considerado como una 
sustancia conservativa en el agua, para eliminar de 
esta manera la influencia de la reacción, que es impor- 
tante en el caso del transporte de cloro. La ilustración 

tomada de Rossman et al. (1994) muestra la es- 
quematización de la red que se usó en la simulación. 

Las ilustraciones a muestran la concentración 
de flúor obtenida por el EPANET y por el modelo de ad- 
vección-dispersión propuesto, junto con la concentra- 
ción observada en campo para los ocho puntos de 
medición que se consideran en el estudio de Rossman 
et al. (1994). Como se puede observar en estas ilustra- 



baja: menor de m/s para las tuberías y que 
abastecen al nodo (ilustración y menor de 
m/s para las tuberías y que abastecen al nodo 

(ilustración y para las tuberías y que 
abastecen al nodo En estas condiciones de veloci- 
dad baja, la dispersión es importante y el modelo de 
advección-dispersión propuesto proporciona una me- 
jor coincidencia con ta concentración medida. Los res- 
tantes cinco puntos de muestreo se ubican en tuberías 
que presentan velocidades medias y altas. En este 
caso, la influencia de la advección es mucho más fuer- 

ciones, para los puntos de muestreo y 
los resultados de EPANET muestran una coincidencia 
bastante buena con las mediciones, pero para los pun- 
tos de muestreo y EPANET no simula bien la 
evolución de la concentración. El modelo de advec- 
ción-dispersión propuesto modela la evolución de la 
concentración de una manera más realista, gracias a 
la consideración de la dispersión. Para todo el interva- 
lo de horas considerado en las mediciones (Ross- 
man et al., 1994) la velocidad del flujo en las tuberías 
que se conectan con los nodos y es muy 



te que la de la dispersión, y los dos modelos (EPANET 
y el modelo propuesto) dan casi el mismo resultado, 
como puede observarse en las ilustraciones a 

Conclusiones 

En este trabajo se propone una solución numérica efi- 
ciente de tipo euleriano-lagrangiano para la simulación 
del transporte advectivo-dispersivo no permanente de 
contaminantes en redes de distribución de agua pota- 
ble. Para lograr una eficiencia computacional en la so- 

lución del sistema de ecuaciones producido por el es- 
quema numérico en diferencias finitas, la solución em- 
plea funciones de Green numéricamente obtenidas 
para cada tubería. Gracias al empleo de la solución 
propuesta, el sistema de ecuaciones grande de toda la 
red se desagrega en tres sistemas tridiagonales para 
cada tubería, y un sistema de menor dimensión para la 
concentración en las uniones de los tubos. La solución 
propuesta se aplicó para simular la evolución de la 
concentración de flúor en una red de distribución real, 
para la cual se tienen resultados de simulaciones con 



el modelo EPANET, y datos de mediciones de campo. 
Las comparaciones muestran que para las tuberías de 
la red que se caracterizan por velocidades del flujo 
medias y altas, los dos modelos (EPANET y el modelo 
propuesto) proporcionan resultados muy similares. En 
cambio, para las tuberías con velocidades bajas, cional Autónoma de México, Jiutepec, 
EPANET no logra modelar bien la evolución de la con- 
centración, mientras que el modelo propuesto sí lo 
hace, gracias a la consideración de la dispersión, 
siempre y cuando se trabaje con un valor adecuado 
para el coeficiente de dispersión. 
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Abstract 

Tzátchkov, V. G., A.A. Aldama y El. Arreguín Cortés, “Advection-dispersion transport modeling in water dis- 
tribution networks”, Hydraulic Engineering in Mexico (in Spanish), vol. XV, num. pp. September- 
December, 

An eulerian-lagrangian numerical solution for the advection-dispersion equation in water supply 
networks is presented. Because of the dispersion term, the numerical scheme produces a large linear 
system of equations. A technique that uses numerically computed Green‘s functions is proposed to 
decompose this large system in three tri-diagonal systems for each pipe and one (much smaller) sys- 
tem for the concentration at the pipe junctions. The resulting system is thus efficiently solved and the 
model can be applied to large networks at a reasonable computer cost. The proposed model is 
applied to simulate fluoride propagation in a real network for which published data of field measure- 
ments and simulation with the USEPA EPANET pure advection model are available. Comparisons are 
presented that show that while for high and medium pipe flow velocities the two models give very simi- 
lar results, for low pipe velocities the new advection-dispersion model predicts more closely the con- 
centration evolution, provided an appropiate value for the dispersion coefficient is used. 

Key words: distribution networks, dispersion, water quality models, dynamic analysis, mathematical mo- 
dels, non-steady flow, numerical models. 
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