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Transito inverso para la estimacion de avenidas
de ingreso a vasos

Alvaro A. Aldama
Ernesto Aguilar

Instituto Mexicano de Tecnologia del Agua

Se presentan y comparan, analitica y numéricamente, fres métodos para la determinacion de ave-
nidas de ingreso a vasos, fundamentados en el conocimiento de la elevacicn de la superficie libre
del agua y del fransito inverso de la avenida. Se consideran el método tradicional, en el que se
emplea la regla trapezoidal, asi como los esquemas de Adams-Bashforth y los de diferencias cen-
trales. Los métodos se aplican a un caso hipolético y a la estimacidn de la avenida méxima regis-
trada en el vaso de la presa El Infiernillo, Michoacan. Se concluye que el método de diferencias
centrales, propuesto en este trabajo, exhibe el mejor comportamiento.

Palabras clave: determinacion de avenidas, elevacion de superficie libre, transito inverso, regla
trapezoidal, esquemas de Adams-Bashforth, método de diferencias centrales, presa El Infiernillo,

México.

Introduccién

Las estaciones hidrométricas se sitlan, usualmente,
en lugares que presentan estrechamientos naturales en
los cauces con el fin de aprovechar la posible existen-
cia de una seccion de control. Por otra parte, dichos
estrechamientos o bogquillas resultan también conve-
nientes para ubicar los sitios para la edificacion de
presas, ya que las constricciones topograficas permi-
ten reducir la cantidad de material requerido para la
construccion de la cortina.

Es préactica comdn que, una vez terminada la obra,
fa estacion hidrométrica cese su operacion. A partir de
ese momento, los hidrogramas de ingreso al vaso de
la presa se calculan mediante la medicién de la eleva-
cion de la superficie libre del agua en el vaso, del em-
pleo de las relaciones elevaciones-capacidades vy ele-
vaciones-descargas y del transito inverso o antitransi-
to de la avenida.

Los antitransitos se llevan a cabo resolviendo numé-
ricamente la ecuacién de continuidad en forma inver-
sa, calculando el gasto de ingreso al vaso a partir del
gasto de egreso y de la tasa de cambio del almacena-
miento en el tiempo. El esquema que tradicionalmente

se utiliza para discretizar la ecuacion de continuidad
es el de Crank-Nicolson o regla trapezoidal.

Los hidrogramas de ingreso, que se obtienen al apli-
car el esquema antes mencionado, exhiben oscilacio-
nes considerables que hacen dudar de la confiabili-
dad del método tradicional. Una muestra de este tipo
de comportamiento se presenta en la ilustracion 1,
donde se aprecia la avenida maxima registrada en la
presa El Infiernillo (construida sobre el cauce del rio
Balsas con el propdsito principal de generar energia
eléctrica), estimada mediante el método tradicional de
transito inverso. En un hidrograma como el mostrado,
es dificil saber si las oscilaciones son originadas por la
variabilidad natural de la creciente o por algin artificio
nuMErico.

Por lo que respecta a los autores de este articulo, no
existe en la literatura especializada un estudio gue
analice la regla trapezoidal en el contexto de transitos
inversos. Este trabajo tiene por objeto presentar un
estudio analitico y numérico del comportamiento de la
regla trapezoidal y, adicionalmente, de los esquemas
de Adams-Bashforth y los de diferencias centrales en
la solucidn inversa de la ecuacion de continuidad. Con
base en los anélisis realizados, se ofrecen conclusio-
nes en relacién con la confiabilidad de los métodos.
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1. Avenida maxima registrada en la presa El Infiernillo estimada
mediante la aplicacién del método tradicional
de transito inverso
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Transito inverso

La ecuacion de continuidad en un vaso se expresa
comunmente como (Ponce, 1989):

S _i_o (1)
at
en donde S representa el almacenamiento en el vaso;
I, el gasto de ingreso; O, el gasto de egreso; y {, el
tiempo.
Generalmente, (1) se resuelve en forma directa, su-
jeta a una condicién inicial de la forma:

S(0) =S, (2)

S=S(h) (3)

y la relacién elevaciones-descargas:
O=0(h (4)

En (2), S, representa el almacenamiento inicial del
vaso y en las (3) y (4), h representa la elevacion de la
superficie libre del agua, medida con respecto a un
plano horizontal de referencia.

Al sustituir {(3) y (4) en (1), ésta se transforma en:

s dn

o = 1) (5)

que es una ecuacion diferencial ordinaria (general-
mente no lineal) en la elevacion h, sujeta a una condi-
cioén inicial del tipo:

h(0) = hq (6)

donde h, es la elevacién inicial en el vaso. (6) puede
ser obtenida a partir de (2) y (3), siendo h, = S5 (S,).

Cuando el hidrograma de ingreso al vaso, | = [ (1),
es conocido, el problema definido por (5) y (6) se re-
suelve, generalmente, empleando métodos numéricos,
a través de los cuales puede obtenerse una solucion
discreta.

La determinacion de un hidrograma desconocido
de ingreso a una presa, / = / (f), contrasta con la situa-
cién descrita anteriorments. En este caso se conoce la
evolucién de la superficie libre del agua en el tiempo
h=h{t),y (3)y (4) se pueden emplear para determi-
nar la evolucion en el tiempo de los almacenamientos,
S = 5 (1), y de las descargas, O = O (t). Entonces, (1)
puede resolverse para el gasto de ingreso, resultando
en:

I(t) = 5'(t) + O(t) (7)

donde S’ (t) = dS/dt. La aplicacion de (7) es lo que se
conoce como transito inverso o antitrdnsito. Pudiera
parecer trivial resolver numéricamente (7) y asi calcu-
lar una sucesion de valores discretos de los gastos de
ingreso al vaso. No obstante, segin se demostrara
posteriormente, el método tradicional de transito inver-
so exhibe efectos numéricos espureos.

Esquemas numeéricos

En esta seccion se presentan el método tradicional
para llevar a cabo transitos inversos en vasos para la
estimacion de hidrogramas de ingreso, asi como otros
dos métodos alternativos.

La (7) se discretiza tradicionalmente empleando el
esquema de Crank-Nicolson o regla trapezoidal (Gear,
1971):

/i+1+ /i _ Siﬂ_Si + Oi+1+ Oi

= (8)
2 At 2

donde /; representa una aproximacion discreta a
[ (jAt);, O, una aproximacion discreta a O (j At); S,
una aproximacion discreta a S(jAL); j=0,1,2,...; y At,
un intervalo de tiempo. Es sencillo demostrar que el
esguema representado por (8) tiene un error de trun-
cado de O (At?) en la aproximacién de (7). Resolvien-
do (8) para /,,,, se obtiene:
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-5,

v S
/]+1=—/i+OM+O]+2—H——

A7 (9)

(9) es la expresioén discreta que se utiliza para llevar a
cabo el transito inverso mediante el método tradicio-
nal.

Por otra parte, (7) también se puede discretizar me-
diante el esquema de Adams-Bashforth (Gear, 1971):

3 1
S -5l

2 At

Sia= Sje- 3 1
—Lj—l+§- Oju—‘E‘O; (10)

Este esquema también posee un error de truncado
de O (At?). Despejando a /,,, de (10), se obtiene:

Sj+2 - S]H (11)

f= > 1+ O =L 04
3 3 At

2
3
(11) representa la primera alternativa (Adams-Bash-
forth) al método tradicional para llevar a cabo transitos
inversos.

Finalmente, (7) se puede discretizar mediante el

método de diferencias centrales, que también posee
un error de truncado de O (At23):

S.+ -5
Ii+1 = Om + —EE—I‘ (12)

(12) representa la segunda alternativa (diferencias
centrales) al método tradicional para llevar a cabo
transitos inversos.

Estabilidad

En esta seccion se analiza la estabilidad de los esque-
mas presentados anteriormente. Es interesante notar
gue es posible demostrar que cuando las ecuaciones
discretas que aproximan la ecuacién de continuidad
{1) se resuelven en forma directa:

e E! esquema de Crank-Nicolson o regla trapezoidal
es incondicionalmente estable.

¢ El esquema de Adams-Bashforth es condicional-
mente estable.

¢ El esquema de diferencias centrales es incondicic-
nalmente inestable (Gear, 1971 y Fantula, 1988).

No obstante, las propiedades de estabilidad de di-
chos esquemas varian al considerarse la solucién in-
versa de las ecuaciones discretas que aproximan la
ecuacion de continuidad.

Por estabilidad se entiende, en este caso, la propie-
dad de no crecer que tiene un error inicial de redondeo
en la variable dependiente que se esta calculando,
suponiendo la ausencia de otras fuentes de error. De
acuerdo con esto, se supone gue el gasto de ingreso
se expresa como:

I=T+eg (13)

para todo valor de j. En (13) 7, representa la solucién
exacta de la ecuacion discreta, esto es, la que se cal-
cularfa con aritmética de precision infinita. En la misma
ecuacion, €, representa el error de redondeo corres-
pondiente al instante |

Con el objeto de analizar la estabilidad del método
tradicional de transito inverso, sustituyamos (13) en
(9), con lo que se obtiene:

~ ~ Si+1_Si
/i+1+gi+1=—li—8i+0m+Oj+2T (14)

Dado que se ha supuesto que, aparte del error de
redondeo en cada instante (que ha resultado de la pro-
pagacién del error inicial de redondeo), no existen
otras fuentes de error /,, e [, satisfacen la ecuacion
discreta de continuidad (9) en forma exacta, esto es:

} i S =S
/j+1='—lj+oj+1+oi+2—-———-—-—

A7 (15)

Sustituyendo (15) en (14) se obtiene la ecuacion dis-
creta que satisface el error de redondeo:

€. =—E (16)

(16) es una ecuacion de diferencias de primer

orden. Su solucién se obtiene suponiendo que
(Mickens, 1987):

g =g (17)
donde & es el factor de amplificacién del error de
redondeo (que en general puede ser complejo). La
condicién de estabilidad es (Fantula, 1988):

gl <1 (18)

Sustituyendo (17) en (16) se llega a:
E=-1 (19)

lo que implica que el esquema de Crank-Nicolson o
regla trapezoidal es neutralmente estable. No obstan-
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te, dado que & es negativo, se espera un comporta-
miento oscilatorio del error (Mickens, 1987). Esto se
debe a que, de acuerdo con (19), €l error se mantiene
en médulo de un instante a otro, pero cambia de signo.
Esto explica el comportamiento oscilatorio de los hi-
drogramas estimados a través de transitos inversos
basados en la regla trapezoidal.

Sustituyendo ahora (13) en (10) y haciendo uso del
hecho que 7,,, e /, satisfacen la ecuacién discreta (10)
en forma exacta, se obtiene la ecuacion de diferencias
gue satisface el error de redondeo para el esquema de
transito inverso de Adams-Bashforth:

€= € (20)

1
3

Sustituyendo ahora (17) en (20) se obtiene el si-
guiente factor de amplificacion del error de redondeo:

£=— (21)

por lo que el esquema de Adams-Bashforth es incon-
dicionalmente estable para trénsito inverso, y dado
que 0 < & < 1, se espera que, en ausencia de otras
fuentes de error, el error de redondeo inicial decrezca
monotdnicamente con el tiempo.

Siguiendo un procedimiento analogo, se concluye
gue la ecuacion de diferencias que satisface el error
de redondeo para el esguema de diferencias centrales
(12) es la siguiente:

1 = 0 (22)
lo cual implica que:
£E=0 (23)

por lo que el esquema de diferencias centrales tam-
bién es incondicionalmente estable y, en ausencia de
otras fuentes de error, e/ error inicial de redondeo no se
propaga a tiempos posteriores.

Propagacién de errores

En la practica, los valores de los almacenamientos dis-
cretos, S;, y de los gastos de egreso discretos, O,
estdn contaminados por errores de medicion y de re-
dondeo. Un analisis completo de propagacion de erro-
res debe tomar en cuenta lo anterior. De acuerdo con
esto, suponemos que los gastos de ingreso y de egre-
80, y los almacenamientos pueden expresarse como:

=1 +E) (24)
0,=0,+E (25)
S=8+E; (26)

donde las variables con acento cincurflejo representan
los valores exactos correspondientes: E| representa el
error total en los gastos de ingreso; E9 el error total en
los gastos de egreso, y ES el error total en los almace-
namientos.

Con el objeto de analizar la propagacion de errores
en el esquema tradicional de transito inverso (regla tra-
pezoidal o Crank-Nicolson), sustituyamos (24) (25) vy
(26) en (9). Tomando en cuenta que [, O, y S, satis-
facen a (9) en forma exacta, se obtiene la siguiente
ecuacion para el error total en los gastos de ingreso:
Eish - Ess

At

Ej=—Ej+EQ +El+2 (27)
(27) es valida para todo valor de j= 0. Por tanto, puede
escribirse que:

S_ ES
Ej=-Ep+ ET+EL+2 ——— (28)
Sustituyendo (28) en (27), se obtiene:
ES - 2E + ES
El =El, +E%-E%+2 o = (20)

Continuando con este proceso en forma inductiva,
se llega finalmente a la siguiente ecuacion, que expre-
sa el error total en el calculo del gasto de ingreso, para
el instante j + 1, correspondiente al método tradicional
de transito inverso:

. 2
El= ()" Eg+ [ER + (1) ES ]+

4 (30)
[Efa =22 (07 By + (1) EC

i=1

(30) pone de manifiesto que los errores se propagan
de un instante a otro cuando se aplica la regla trape-
zoidal. El primer término en dicha ecuacion representa
la contribucién del error inicial en el gasto de ingreso,
gue alterna su signo en instantes sucesivos. El segun-
do y tercer términos (entre corchetes) representan la
contribucion de los errores en los gastos de egreso y en
los almacenamientos, respectivamente.
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Segun puede observarse, estos términos también
contienen componentes que alternan su signo en ins-
tantes sucesivos. Esto explica, ahora en forma com-
pleta, el caracter oscilatorio de los hidrogramas esti-
mados a través del método tradicional de transito
inverso, y evidencia la naturaleza espurea de las osci-
laciones.

Es interesante notar en (30) que, en relacion con los
errores en el gasto de ingreso, solo existe contribucion
del error inicial. En lo referente a los gastos de egreso,
contribuyen el error inicial y el error introducido en el
instante corriente (j + 1).

En contraste, existe contribucion de fodos los erro-
res en los almacenamientos, desde el instante inicial
hasta el corriente. Asimismo, dado que los médulos de
los coeficientes que multiplican a los errores iniciales
en los gastos de ingreso y de egreso en (30) son igua-
les a uno, no existe un amortiguamiento monotdnico de
dichos errores segln avanza el tiempo.

Por ultimo, los errores en los almacenamientcs, que
se acumulan en el tiempo, se encuentran divididos por
Aten {30), por lo gue se espera que el comportamien-
to del método tradicional de antitransito se deteriore
para valores pequefios del intervalo de tiempo.

Procediendo de manera andloga, se obtiene la
siguiente expresion para el error total en el gasto de
ingreso correspondiente al esguema de Adams-
Bashforth para tréansito inverso:

E' = ‘E'+[E°— o

j+1 — Li+1 —0 j+1 7 j+1 o
3 3

j+1

i
2% B+ L ES

: j-i+ i ]

i=13

En este caso no existe alternancia de signo en los
errores. Por otfra parte, en forma similar al caso ante-
rior, contribuyen al error total en el gasto de ingreso:

El error inicial en el propio gasto de ingreso.

El error corriente.

El error inicial en el gasto de egreso.

Todos los errores en los almacenamientos, desde el
instante inicial hasta el corriente.

Ahora bien, los médulos de los coeficientes que
multiplican a los errores iniciales en los gastos de in-
greso y de egreso en (31) son estrictamente menores
que uno, por lo gue existe un amortiguamiento mono-
ténico de dichos errores segun avanza el tiempo. En
este sentido, se espera que el esquema de Adams-
Bashforth para transito inverso tenga un mejor com-
portamiento que el método tradicional.

No obstante, los errores en los almacenamientos,
gue se acumulan en el tiempo, también se encuentran
divididos por Aten (31), por lo que, de nuevo, se espe-
ra un deterioro del comportamiento del método de
Adams-Bashforth para transito inverso, para valores
pequenos del intervalo de tiempo.

Finalmente, un procedimiento similar a los anteriores
resulta en la siguiente expresién para el error total en
el gasto de ingreso correspondiente al esquema de
diferencias centrales para transito inverso:

- F° Ei“? - El’5

E, it
2At

i+1

(32)

En este caso jno existe acumulacion de errores en
el tiempo! En efecto, (32) muestra que el error total en
el gasto de ingreso soélo esté determinado por el error
corriente en el gasto de egreso, vy los errores en los al-
macenamientos en los instantes anterior y siguiente.
Por este motivo, se espera que el esquerna de diferen-
cias cenirales para transito inverso tenga mejor com-
portamiento y sea mas confiable que el método tradi-
cional y el esquema de Adams-Bashforth.

Aplicacién a un caso hipotético

Con el objeto de evaluar los métodos de transito inver-
so anteriormente expuestos, en esta seccion se pre-
sentard un caso hipotético para el que la ecuacién de
transito de avenidas en vasos puede ser integrada
analiticamente y, por tanto, se cuenta con una solucién
exacta que puede ser empleada para fines de compa-
racion.

La relacion elevaciones-capacidades para elevacio-
nes mayores que la correspondiente a la cresta verte-
dora, h,, puede parametrizarse como:

S-S. _[h-n\°
S.-S =(h —n) (53)

donde S representa el volumen de almacenamiento
correspondiente a la elevacion h; S, representa el vo-
fumen de almacenamiento correspondiente a la eleva-
cién de la cresta vertedora, h.; S, representa el volu-
men de almacenamiento correspondiente a una eleva-
cién de referencia, h,, suficientemente grande como
para que no la excedan las elevaciones de la superfi-
cie del agua que puedan alcanzarse en el transito de
la avenida de interés y 0. )1 es un exponente que se
determina mediante regresion.
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De la Ec. (33) se obtiene:

h—hC= S-S, \B (34)
ho—h. \5,.-S.

donde B = 1/ (1.

Suponiendo que el almacenamiento a través del que
se va a transitar la avenida posee un vertedor de de-
masias con descarga libre, la ley elevaciones-descar-
gas obedecera a una relacién del tipo siguiente:

0 =uLN2g (h-hy" (35)

donde u representa un coeficiente de descarga adi-
mensional, y L, la longitud de la cresta vertedora. Con
el objeto de plantear el problema de transito en forma
adimensional, es conveniente definir las siguientes
escalas:

S.=S.-S. (36)
' Q,=uLN2g (h,—h)" (37)
h,=h,—h, | (38)

S
o 39
= Q. (39)

donde S, representa la escala de volumenes de alma-
cenamiento; Q,, la escala de gastos; h,, la escala de
elevaciones; y t,, la escala de tiempos. Con base en la
anterior definicion de escalas, sirvan las siguientes ex-
presiones para definir, respectivamente, el volumen de
almacenamiento adimensional, el gasto de ingreso al
vaso adimensional, el gasto de egreso adimensional,
la elevacién adimensional y el tiempo adimensional:

5.= S;,e& (40)
=5 (41)

0. = O% (42)
h= 25 (43)
t = -Zf— - (s) t (44)

Empleando de (36) a (44) en la expresion que go-
bierna el transito de la avenida en el vaso, (1), se ob-
tiene:

B s (45)
at.

Suponiendo que el vaso a través del que se desee
transitar la avenida posea caracteristicas geométricas
tales que B = 2/3, (45) puede escribirse como:

—J{“ +8,=1.(t) (46)

De este modo, la ecuacién de transito se redujo a
una ecuacion diferencial ordinaria, lineal y con coefi-
cientes constantes. Suponiendo que la condicion inicial
a la que se sujete (1) sea de laforma S(0) = S, = S,
que equivale a que el vaso se encuentre a la elevacion
de la cresta vertedora en el tiempo inicial, la condicion
inicial correspondiente a (46) sera:

S(0)=0 (47)

(46), sujeta a la condicién inicial (47), puede integrar-
se facilmente. La solucion correspondiente es:

—t, at,

S (t)=e f I (t)e*dt (48)

Consideremos ahora un hidrograma triangular de
ingreso a un vaso de almacenamiento como el mostra-
do en la ilustracién 2. El gasto de ingresco dimensional
obedece entonces a las relaciones siguientes:

2. Hidrograma de ingreso triangular para la evaluacion
numérica de los métodos de transito inverso

Qr 200
)
E
2 100 4
w
[o]
(O]
0 ' . : . .
0.0 05 1.0 15 2.0 25 3.0

Tp  Tiempo (horas) Th
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er=t—r, O<t<t,
p
-t
1t = 4 op(1-t ;) L<t<t, (49)
b= %p
L O, t<t

donde @, representa el gasto pico; t,, el tiempo al pico
y t,, el tiempo base. El volumen del hidrograma V, ob-
viamente esta dado por:

Q,t,
2

El hidrograma de ingreso adimensional correspon-
diente al hidrograma definido por (49) esta dado por:

(50)

r—% y O<t <y
26 —
(1) = S g(_z‘;__%) rst<2 s
L o, %1SL

donde v, € y 6 son parametros adimensionales defini-
dos como:

O
O = 52
= (52)
h-h
h = c 53
) - (63)
t o Q,
t=— = t 54
=T % (54)

De acuerdo con (48), la solucion de (46) correspon-
diente al hidrograma triangular expresado por (51) es:

t+e 1),

r%( O<t <y

g

tr-1.)
S
e L)+ 5o v

[26-&(t-1)] -

(55)

S.(t) =<

e [206 - &(7—1)]} YSE< %1
Ls (7)o zs

donde

S.(y) = % (y+e'-1) (56)

20 _ _o-2am) &
S.(&)-e* 8.0+ 55

{&— gt [26—&@—1)]}

De (55) puede obtenerse la evolucion de los alma-
cenamientos dimensionales en el tiempo, dado que
conforme a (40):

S(t)=8,+8.8. (Tt) (58)

e

Para el caso que nos ocupa, esto es para § = 2/3,
O. = S.. Por tanto, de acuerdo con (42), el hidrograma
de ingreso dimensional, puede calcularse como sigue:

O(t) = Q8. (-tf-) (59)

(59) es la expresién a ser utilizada para llevar a cabo
gl transito de la avenida definida por la avenida dada
por (49).

A fin de evaluar numéricamente los métodos de
trénsito inverso expuestos anteriormente, consideramos
ahora una avenida con hidrograma triangular, con pa-
rametros Q, = 200 m%s, t,=1h, y f, = 3 h (ilustracion
2); a ser transitada por un vaso con caracteristicas
geométricas dadas por S, =3.5x 108 m?, S, = 4 x 10¢

3. Evolucidn de almacenamientos en el tiempo

3750 000
3700 000
3650000 -+ 4-mmmeee A RRE R e

3600000 7----"/--4-=---mo- SR N R e A _

Volumen (m?)

3550000 7" "“'J: """""" ‘:“""""J; ““““ 2'”““"'5 """"""

3 500 000 1

3 450 000 7 i 1 T A
0.0 1.0 2.0 3.0 4.0 5.0 6.0
Tiempo (horas)
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m?, h, =50m, h, = 54.655m, y, por supuesto, P = 2/3;
con un vertedor con caracteristicasp=0.49y L =15m.

La evoluciéon de los almacenamientos en el tiempo
para estos datos, calculada con (58), se muestra en la
ilustracién 3. El resultado de aplicar la ecuacién de
transito (59) se muestra en la ilustracion 4 que incluye
los hidrogramas de ingreso y egreso. La evolucion
de los almacenamientos y el hidrograma de egreso se
emplearon para evaluar los métodos de transito inver-
s0, descritos anteriormente, mediante el empleo de

(@), (1) y (12).

En la practica, las lecturas de escala en vasos de al- -

macenamiento estan sujetas a error, lo que afecta la
estimacion sucesiva de elevaciones, almacenamientos
y gastos de egreso. Con el objeto de simular la ocu-
rrencia de errores aleatorios en la lectura de escala, de
conformidad con (34), (36) y (40), se calculo la eleva-
cién en el vaso empleando Ia expresion siguiente:

h(t) = h, + (h, - h)?®S. (-f—) + e(t) (60)

e

donde e (t) es un error aleatorio con distribucion uni-
forme que puede tomar valores entre -0.005 m y
+ 0.005 m. En la operacion de lectura de escalas en
limnimetros también se introduce un error de redon-
deo. Por esta razdn el resultado, al aplicar (60), se re-
donded a dos cifras significativas. Con base en las eie-
vaciones asi obtenidas, los almacenamientos y los
gastos de egreso se establecieron empleando (33) y
(35), respectivamente.

Los hidrogramas de ingreso calculados con el méto-
do tradicional de transito inverso (regla trapezoidal o
Crank-Nicolson) se muestran en las ilustraciones 5-8,
que corresponden a diferentes valores del intervalo de
tiempo, At. Segln puede observarse en dichas figu-
ras, los hidrogramas de ingreso estimados exhiben

4. Transito de la avenida con hidrograma triangular

300 4-------- b CELETPEEE FECTRTE [ e | (Entrada)

O (Salida)

Tiempo (horas)

5. Estimacién del hidrograma de ingreso mediante el método
tradicional para At = 1200s

400
! (Entrada)
O (Salida)
: I (Tradicional)
2 : : E
@-100 §-------- P hahhh i I fromees
O] ; J ) i
200 -+~ ‘r -------- IR R [ RREEEEE r -------- Fomemmmn-
-300 T"'““"*““'“""“""‘:*"‘“”*L ---------------
-400 T + —— T
0 1 2 3 4 5 6

Tiempo (horas)

6. Estimacion del hidrograma de ingreso mediante el método
tradicional para At = 720s

| (Entrada)
0 (Salida)

| (Tradicional)

Tiempo (horas)

7. Estimacién del hidrograma de ingreso mediante el método
tradicional para Af=360 s

400
300 --v-m oo e s REECEEEE e | (Entrada)

O (Salida)

I (Tradicional)

Tiempo (horas)

oscilaciones espureas, lo cual valida las predicciones
tedricas. Adicionalmente, también conforme a la teoria,
las estimaciones de los hidrogramas de ingreso se
deterioran para valores pequefios de At.

Los hidrogramas de ingreso calculados con el méto-
do tradicional de transito de Adams-Bashforth de tran-
sito inverso se muestran en las ilustraciones 9-12, para
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diferentes valores de At. Los hidrogramas estimados
exhiben errores que tienden a decrecer con At, con
excepcion del valor mas pequefio de At (= 180 s, ilus-
tracidn 12), para el cual se observa un incremento en
los errores. Esto también fue predicho por el andlisis
tedrico presentado con anterioridad ya que, para el

8. Estimacién del hidrograma de ingreso mediante el método
tradicional para At 180 s

400

300 - omieoe Ao R CC RETERTRs I (Entrada)

200 - op ITI TV T

ST O (salida)

100 77> P
2 ' " ‘
100 e
200 ----e- -

| (Tradicicnal)

Gasto (m¥/s)

-300 -
-400

'
v
v
'
.................. g U
'
'
'
T

0] 1 2 3 4 5 6
Tiempo (horas)

9. Estimacion del hidrograma de ingreso mediante el método de
Adams-Bashforth para At = 1200 s

; T
i i T
‘e """"" 'i """""" | (Entrada)
. I T
| ) O (Salida)
N LA ——
! ' I (Adams-
. : Bashtorth}
i i
X [ [ P
‘ :
ST S —
Do I
| |
0 1 2 3 4 5 [§]

Tiempo (horas)

10. Estimacion del hidrograma de ingreso mediante el método
de Adams-Bashforth para At=720 s

| (Entrada)

O (Salida)

| (Adams-
1 Bashforth)

Gasto (m¥/s)

[AC B

Tiempo (horas)

11. Estimacién del hidrograma de ingreso mediante el método
de Adams-Bashforth para At =360 s

........ 5._“--" | (Entrada)

w

Q

S

+

)

)

'

‘

‘

:

i
PO

""""" 6 (Salida)

| (Adams-
Bashforth)

I

Gasto (m¥/s)

NG
23
[

[ &' T R N T

Tiempo (horas)

12. Estimacidn del hidrograma de ingreso mediante el método
Adams-Bashforth para Af=180 s

Kt Sk b oo oo Pt I (Entrada)
O (Salida)
;\"? | (Adams-
E Bashforth)
e
(%3
o
(U]
2 3 4 5 6

Tiempo (horas)

13. Estimacidén del hidrograma de ingreso mediante el método
de diferencias centrales para At= 1200 s

400 " : : 7 7
300 1 | ' ; dromeoes oo | (Entrada)
e O (Salida)
D 00 o N e Fommmee e —_
E . | (Diferencias
~ - l ; centrales
2 , ;
@ -1001 3 : | ! Frome
O : : | ) :
2004 -0 jmmeees [iRd [ty jrmmmeeo [
300 4 -------- R b b fooees b
400 ; ; ; ; i
0 1 2 3 4 5 6

Tiempo (horas)

esquema en cuestién, los errores acumulados en los
almacenamientos se encuentran divididos por Af.

LLos hidrogramas de ingreso calculados con el méto-
do de diferencias centrales de transito inverso se
muestran en las ilustraciones 13-16 para diferentes va-
lores de At. Los errores en los hidrogramas estimados
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14. Estimacién del hidrograma de ingreso mediante el método
de diferencias centrales para At=720 s

400 ) ' v 1 [P
300 : : : : : | (Entrada)
O (Salida)
2 [ (Dierency
Z iferencias
3 centrales)
=i
[%2]
(v
[0
-400 ;
0 1 2 3 4 5 B

Tiempo (horas)

15. Estimacion del hidrograma de ingreso mediante el método
de diferencias centrales para At=360 s

| (Entrada)
O (Salida)
: : | (Diferencias
M H . 1 centrales)

-200 - 4 : : : :

800 oo

-400 ; ; ; ; ;

0 1 2 3 4 5 [¢]

Tiempo (horas)

16. Estimacion del hidrograma de ingreso mediante el método
de diferencias centrales para At=180s

| (Entrada)

O (Salida)

| {Diferencias
centrales)

Tiempo (horas)

también decrecen con At, pero los resultados obteni-
dos con este método superan considerablemente a los
correspondientes al método tradicional y también son
mejores gue los obtenidos con el procedimiento de
Adams-Bashforth para todos los valores de At consi-
derados.

La superioridad del método de diferencias centrales
se observa de manera mas palpable en la ilustracion
17, en la que se presenta una grafica de la norma infi-
nita del error (definida como el maximo del valor abso-
luto de la diferencia entre el hidrograma de ingreso
exacto y el hidrograma de ingreso estimado), como
funcion de At. Esto también confirma la teoria presen-
tada , dado que no existe acumuiacion de errores para
el método de diferencias centrales.

Aplicacién a la estimacién de la avenida
maxima registrada en la presa El Infiernillo

Los métodos convencional y de diferencias centrales
de transito inverso se aplicaron a la estimacion de la
avenida méaxima registrada (del 25 de septiembre al 5
de octubre de 1967) en la presa E! Infiernillo, con el ob-
jeto de contrastar sus resultados. La evolucién de los
niveles en el vaso, asf como los gastos descargados
para la avenida en cuestion, se obtuvieron de los esta-
dos de operacién del embalse.

Los hidrogramas de ingreso estimados con el méto-
do tradicional y con el método de diferencias centrales
de transito inverso se muestran en las ilustraciones 18
y 19. Como era de esperarse, el hidrograma estimado
con el método tradicional exhibe oscilaciones mucho
mas pronunciadas que el correspondiente al método
de diferencias centrales.

Conforme a estos calculos, el gasto pico estimado
mediante el método convencional fue de 25 276 m¥/s,
mientras que el correspondiente al de diferencias cen-
trales, alcanzo los 20 830 m?¥/s, lo que representa una
diferencia del 21%. En este caso se sobrestimo el gas-
to pico del hidrograma, pero éste también podria
haber sido subcuestionado ya que, como se ha de-
mostrado, el error asociado con &l método tradicional
cambia de signo con el tiempo.

17. Norma infinita del error como funcién del incremento de
tiempo para los diferentes métodos de transito inverso

1000

IR

———

Diferencias centrales

——

100+4=

Tradicional

—

Adams-Bashforth

Norma infinita del error (m¥/s)

100 1000 10000
incremento de tiempo (segundos)
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18. Transito inverso de la avenida maxima registrada en la presa
El Infiernillo mediante la aplicacion del método tradicional

Salida

Entrada

26 27 28 29 30 1 2 3 4 5
Tiempo (dias)

19. Transito inverso de la avenida maxima registrada en la presa
en El Infiernillo mediante la aplicacién del método de dife-
rencias centrales

Salida

Entrada

Tiempo (dias)

Lo anterior puede impactar significativamente la es-
timacion de la avenida en estudios de revision hidrolo-
gica de presas, ya que diferencias del orden del 20%
en la estimacion de gastos pico de avenidas maximas
registradas pueden traducirse, por efecto de extrapo-
lacién, en diferencias de mas del 100% para gastos
pico correspondientes a periodos de retorno de dise-
fio, lo gue puede significar, en el caso de que el gasto
pico se subestime, gue la presa sea sensiblemente
menos segura de 1o que se supong, 0, en el caso de
que el gasto pico se sobrestime, que posibles progra-
mas de rehabilitacion de la presa se encarezcan inne-
cesariamente.

Conclusiones

Se ha presentado un estudio comparativo de tres pro-
cedimientos para la estimacion de hidrogramas de
ingreso a vasos mediante transito inverso o antitrdnsi-
to. el método tradicional, basado en la regla trapezoi-
dal o de Crank-Nicolson , el de Adams-Bashforth y el
de diferencias centrales.

Con base en un andlisis tedrico de los métodos,
atendiendo a sus propiedades de estabilidad y de pro-
pagacion de errores, y en una evaluacion numérica de
los mismos en el contexto de un caso hipotético para
el cual se conoce la solucion exacta, se ha concluido
que el método de diferencias centrales es el mas con-
fiable, dado que no exhibe oscilaciones esplreas
(como lo hace el método convencional) y es més pre-
ciso que los otros dos métodos estudiados.

Por otra parte, al comparar los desempefios del mé-
todo convencional y del método de diferencias centra-
les en la estimacion de la avenida maxima registrada
en la presa El Infiernillo, se ha demostrado que las os-
cilaciones presentes en el método convencional pue-
den resultar en errores considerables en la estimacion
del gasto pico de las avenidas estimadas a través de
transito inverso.

Dado que no existe garantia acerca del signo del
error en la estimacion del gasto pico que resultaria en
una sobrestimacion o una subestimacion, lo que pue-
de producir consecuencias negativas en el sentido
econdémico o de incremento de riesgo en la operacion
de una presa. Este tipo de probiemas se eliminan me-
diante la aplicacioén, recomendada en este trabajo, del
método de diferencias centrales que, incluso, es mas
facil de utilizar que el método tradicional, ya que impli-
ca un menor nimero de operaciones aritmeticas por
intervalo de tiempo.
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Abstract

Aldama A.A. and Aguilar E. "Inverse Flood Routing to Estimate Inflow Hydrographs to Reservoirs”. Hydraulic
Engineering in Mexico (in Spanish). Vol. XIl. Num. 1, pages 15-26, January-April, 1997.

Three methods for the determination of inflow hydrographs to reservoirs, based on the knowledge of water
surface elevation and on inverse flood routing are presented and analytically and numerically compared. The
fraditional method, in which the trapezoidal rule is employed and the Adams-Bashforth as well as the central
difference schemes are considered. These methods are applied to a hypothetical case and to the estimation
of the largest recorded flood in the El Infiernillo dam, México. It is concluded that the central difference meth-
od, proposed in this paper, exhibits the best performance.

Key words: determination of inflow hydrographs, water surface elevation, inverse flood routing, trapezoidal
rule, Adams-Bashforth scheme, central difference method, El Infiernillo dam, Mexico.
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