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Resumen 

La teoría de la catástrofe es una nueva herramienta 
matemática que permite el estudio y la descripción de 
fenómenos con características anómalas de 
comportamiento como histéresis y discontinuidades. En 
mecánica de fluidos e hidráulica existen varios casos de 
flujos con este tipo de comportamiento que, por la 
carencia de métodos sencillos de análisis, casi no se han 
estudiado. En este trabajo se presentan los conceptos 
fundamentales de la teoría de la catástrofe, enfatizando 
más sus implicaciones físicas que sus antecedentes 
matemáticos, y se ofrecen ejemplos de fenómenos de 
interés en hidráulica que pueden describirse mediante 
geometrías de catástrofe. 
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La de la catástrofe es una nueva herramienta matemática que permite el estudio y la 
descripción de fenómenos con características anómalas de comportamiento como histére- 
sis y discontinuidades. En mecánica de fluidos e hidráulica existen varios casos de flujos 
con este tipo de comportamiento que, por la carencia de métodos sencillos de análisis, casi 
no se han estudiado. En este trabajo se presentan los conceptos fundamentales de la teoría 
de la catástrofe, enfatizando más sus implicaciones físicas que sus antecedentes matemá- 
ticos, y se ofrecen ejemplos de fenómenos de interés en hidráulica que pueden describirse 
mediante geometrías de catástrofe. 

flluidos en general, se 
los que, en ciertos 

rangos, se o comportamiento disconti- 
nuo; es decir, que pueden modificarse significativa- 
mente al introducir pequeños cambios en las varia- 
bles que los gobiernan. Este tipo de comporta- 
miento pudiera parecer contrario al que cabría es- 
perar del sentido común, según el cual Causas pe- 
queñas producen efectos pequeños; sin embargo, en 

de fluidos no es extraño encontrar flujos 
siguen esta regla. De o, ya en 1950 
afirmaba que debe reconocerse posibili- sión de los resultad 

Dicha teoría tiene aplicación matemática rigu- 
rosa, en mecánica de fluidos, sobre la teoría de flu- 
jos potenciales. Sin embargo, las ecuaciones y geo- 
metrías de catástrofe tienen un valor intrínseco 
como modelos descriptivos que permite agrupar en 
una sola geometría diversas características de un 
fenómeno que, de otro modo, permanecerían aisla- 
das o, incluso, pasarían inadvertidas. 

Por otra parte, este ordenamiento permite esta- 
blecer programas experimentales con los que es 
factible lograr una mejor presentación y compren- 

dad de que causas arbitrariamente pequeñas produz- meno mismo. 
que denominó paradoja asin- 

Además de la discontinuidad, algunos de estos 
flujos presentan histéresis; es decir, su estado de- 
pende no sólo de los valores que adopten las va- 
riables que los gobiernan, sino de la manera en que 
se ha llegado a estos valores; esto es, dependen 
de su historia. 

Las discontinuidades e histéresis, aunadas a 
otras características asociadas, han originado que 
el análisis de los flujos que las presentan sea difícil 
si se recurre a los métodos matemáticos clásicos. 

Afortunadamente existe una nueva teoría, cono- 
cida como Teoría de la catástrofe (René Thom, 
1975), que permite justamente el estudio de los 
fenómenos con este t ipo de comportamiento. 

Este artículo muestra, después de exponer algu- 
nos conceptos generales de la teoría de la catás- 
trofe, sus posibilidades de aplicación como mé- 
todo descriptivo, es decir de manera cualitativa, 
mediante las propiedades de las geometrías de ca- 
tástrofe. Se dan ejemplos de algunos fenómenos 
de interés en la hidráulica. 

En la presentación de los conceptos fundamen- 
tales de la teoría se hace énfasis en su parte con- 
ceptual, más que en sus antecedentes matemáti- 
cos. 

Generalidades 

Considérese un fenómeno cuyo comportamiento, 
es decir, su estado, puede ser completamente 



descrito mediante n variables X1, X2, ..., X,, que se 
denominarán Variables de estado. El significado fí- 
sico de estas variables cambiará de acuerdo con el 
problema que se analice. Podría tratarse, por ejem- 
plo, de tirantes, gastos o 
adimensionales como los 
o las relaciones entre dim 

El estado del sistema, y 
se modificarán conforme 
tros que lo gobiernan: C1, C 
minan parámetros de control. 

El significado físico de e 
lar al de las variables de e 
tricas; puede tratarse también de números 
Froude o de Reynolds, por ejemplo. 

Considérese, para ilustrar, una 

La forma de esta ecuación cambiará según los 
valores que adopte el parámetro C. Si C < U, ten- 
drá dos puntos críticos: un máximo y un mínimo; si 
C = U, tendrá un solo crítico, un punto de inflexión; 
y si C > U, no tendrá ninguno, como se muestra en 
la ilustración 1. 

Notar la importancia de los puntos críticos re- 
sulta de gran interés para definir la forma cuali- 
tativa de la función. De hecho, si se conoce su ubi- 
cación y tipo se puede trazar su geometría aproxi- 
mada. 

Los puntos críticos son aquellos en los que la 
primera derivada de la función se anula; es decir, 
los que cumplen: 

unción se puede modificar signifi- 
cambia C, y el fenómeno físico 

que representa sufrirá alteraciones de importancia, 
es de interés estudiar el comportamiento de los 

n variables, X1, X2, Xn 

o, en notación compacta, si: 

El tipo de los puntos críticos se puede estudiar 
mediante el determinante de la matriz hessiana: 



Si el determinante de esta matriz no se anula en 
los puntos críticos: 

entonces es posible determinar su tipo con méto- 
dos sencillos: se trata de máximos, mínimos o 
puntos de inflexión (que se denominan puntos silla 
para funciones de más de una variable). 

Si el determinante de la matriz hessiana se anula 
en un punto crítico: 

es necesario recurrir a los conceptos de la teoría 
de la catástrofe para estudiar el comportamiento 
de la función, como se verá más adelante. 

Los puntos en los que se cumple la relación (7) 
se denominan puntos críticos degenerados. Su im- 
portancia reside en que su función es estructural- 
mente inestable. Se dice que una función f(x) es de 
estructura estable si al perturbarla con otra pe- 
queña p ( ~ )  no cambia su forma cualitativa; es decir, 
si f(x) y f(x) + p(x) son cualitativamente semejantes. 

Se puede demostrar que (1 ) es una función esta- 
ble alrededor de puntos críticos no degenerados, 
e inestable alrededor de puntos críticos degenera- 
dos. 

La función (1 ) es de estructura inestable en x = O, 
c = O, que es un punto crítico degenerado. Su geo- 

metría y el comportamiento del fenómeno cambian 
de manera drástica con incrementos o decrementos 
pequeños en C, que producen dos puntos críticos o 

considerar la condición en que 

una modificación significativa en el flujo. Se trata 
del paso de un flujo a otro cualitativamente dife- 

al interés, por consiguiente, es- 
tablecer los puntos o regiones donde una función 
de n variables de estado y k parámetros de control 
posee puntos críticos degenerados, 
por lo tanto, inestabilidad estructural. 

R. Thom desarrolló una serie de teoremas que 
culminan en el llamado teorema de clasificación. En él 
demuestra que si n 2 y k 5, el fenómeno en 
cuestión puede representarse adecuadamente por 
medio de ecuaciones específicas y sencillas, deno- 
minadas funciones de catástrofe (véase cuadro 1). 



La ecuación (1), utilizada como ejemplo, se 
puede identificar ahora como la más sencilla de las 
funciones de catástrofe, con sólo una variable de 
estado y un parámetro de control. 

Como se ha visto, la forma de la función, y por lo 
tanto el estado del sistema físico que modela, de- 
penden en gran medida del número y tipo de sus 

e están d solucio- 

grafican los valores de xi 
ecuación, conforme varíen los parámetros Cj se ob- 
tendrá la superficie de equilibrio o superficie de es- 
tado. 

Para la función (1), por ejemplo, la ecuación de 
su superficie de estado será, utilizando la notación 
del cuadro 1: 

La proyección del conjunto singularidad sobre el 
plano formado por los ejes de los parámetros de 
control (en este caso un solo eje), se denomina 
conjunto bifurcación, puesto que representa los va- 
lores de dichos parámetros para los que las solu- 
ciones se bifurcan. 

Tal vez la geometría de catástrofe más intere- 
sante sea la de la catástrofe cúspide, cuya ecua- 
ción es: 

Su superficie de equilibrio está dada por la ecua- 
ción: 

y se muestra en la ilustración 3. En este caso se 

En esta ecuación las constantes obtenidas en la 
derivación se absorben en el parámetro a1. 

En la ilustración 2 se presenta la geometría de 
esta catástrofe, que se conoce como pliegue. El 
lugar geométrico de los puntos críticos degenera- 
dos, conocido como conjunto singularidad, está de- 
terminado por los puntos que cumplan: 

es de 

tiene un plano de control, formado por los ejes a1 
y a2, y el conjunto bifurcación semeja una cúspide, 
de donde toma nombre la catástrofe. 

tar como cambia la función (2) 
conforme se varíen los parámetros de control, 
como se observa en la ilustración 4, en la que se 
muestra cualitativamente en diversas regiones de 
plano de control. 

La geometría de esta catástrofe es especial- 
mente importante porque en ella pueden identifi- 
carse las principales características de los fenóme- 
nos de catástrofe, que son: 



Histéresis. Por la existencia de una región de bi- 
modalidad, el estado del fenómeno no depende, 
dentro del conjunto singularidad, sólo de los va- 
lores de los parámetros a1, a2, sino también de 
que el fenómeno se encontrara antes en la su- 

p e r f i c i e  superior o inferior; es decir, depende 
también de su historia. 

s no se observa bimodali- 
dad e histéresis, sino tan sólo discontinuidad y di- 
vergencia (situación que se conoce como conven- 
ción de Maxwell). La ilustración 6 describe la 
superficie de estos casos. La utilidad de la conven- 

del sistema físico de que 

Bimodalidad. En la región del conjunto si 
dad existen dos valores posibles de X es decir, 
dos estados posibles (véase ilustración 5). La 
zona intermedia entre estos valores es inesta- 
ble, así que la superficie que une a las zonas su- 
perior e inferior es inaccesible. 
Saltos bruscos. Cuando se cruza el conjunto sin- 
gularidad el paso de la superficie inferior a la su- 
perior, o viceversa, se produce mediante cam- 
bios repentinos, que es lo que permite modelar 
el comportamiento discontinuo de algunos fenó- 
menos. 
Divergencia. Como se muestra en la misma ilus- 
tración existe una región, cuando se cruza el 
conjunto singularidad, en la que un cambio pe- 
queño en las condiciones iniciales puede produ- 
cir efectos finales muy diferentes. 

Cuando la función que gobierna el fenómeno es 
muy complicada o se desconoce, desconoce, y sólo se cuenta 
con resultados experimentales, situación muy fre- 
cuente en hidráulica, las características apuntadas 
permiten identifica presencia de un fenómeno 
de catástrofe. A é se les puede denominar in- 
dicadores de catástrofe. 

o o más indica- 
dores de catástrofe en un sistema físico, se pro- 
cede, según los datos disponibles o efectuando 
experimentos si fuera necesario, a buscar un orde- 
namiento de variables tal, que el fenómeno pueda 
representarse mediante una geometría de catás- 
trofe. 

En este artículo se muestran ejemplos de fenó- 
menos en hidráulica con indicadores de catástrofe, 
y que pueden representarse mediante geometrías 
de catástrofe. 

AI identificar la existencia d 

Arrastre en cuerpos inmersos 

Un cuerpo inmerso en un flujo experimenta una 



fuerza de arrastre que actúa en la misma dirección 
y se expresa por lo común como: 

El coeficiente de arrastre total CD depende de la 
geometría del cuerpo -incluida su rugosidad- y del 
número de Reynolds (Re) si no hay efectos de su- 
perficie libre o compresibilidad del fluido. 

Para cada geometría, la relación CD- Re se ob- 
tiene, experimentalmente, para diferentes rugosi- 
dades. En la ilustración 7 aparece la relación CD - 
Re de un cilindro liso de sección circular. Puede no- 
tarse que cuando R e  es de alrededor de 4 x 105, se 
origina una disminución brusca del coeficiente de 
arrastre, que físicamente corresponde a la transi- 
ción de la capa límite de laminar turbulenta. 

arrastre de cuerpos inmersos en 
problema clásico en mecánica 

e ha sido bien estudiad 
con abundantes resultados experimentales. En la 
ilustración 8 se reproducen los resultados obteni- 
dos por Fage y Warsap (1930) con cilindros de 
diferentes rugosidades, y en la 9 se muestran los 
de Achenbach (1972) con e 
varse que, aunque se modifica 
que se produce la transición, ésta ocurre invaria- 
blemente con un cambio rápido del coeficiente de 
arrastre. 

Este cambio rápido puede interpretarse como un 
indicador de catástrofe, por lo que procede buscar 
otros probablemente existentes. Con este propó- 
sito se realizaron experimentos en el túnel de 
viento de la División de Estudios de Posgrado de la 
Facultad de Ingeniería (DEPFI), de la UNAM. Se uti- 
lizó un cilindro al que se dio rugosidad pegando 
arena de Ottawa sobre una superficie de látex, co- 
locada sobre un cilindro originalmente liso. En la 
ilustración 10 se muestran los resultados. 

En este experimento no se identificó la existen- 
cia de histéresis o bimodalidad, sin embargo, re- 
cientemente Schewe (1 983) encontró histéresis 
con un túnel de viento presurizado y una piezoba- 
lanza de alta sensibilidad, pero en un rango tan re- 



ducido que, para propósitos prácticos, puede no 
considerarse. 

La relación funcional entre las variables involu- 
cradas puede escribirse como: 

es decir, el coeficiente de arrastre se puede con- 
siderar como variable de estado, y el número de 
Reynolds y la rugosidad relativa como parámetros 
de control. 

Con estas consideraciones, tanto los resultados 
de Fage y Warsap como los de Achenbach se pue- 
den reinterpretar como superficies de catástrofe, 
según se muestra en las ilustraciones 11 y 12, que 
corresponden a geometrías de catástrofe cúspide 
con la convención de Maxwell. 

un gasto suficientemente alto, el 
tirante en la sección 1, aguas arriba del escalón, 
será supercrítico y estará determinado por alguna 
sección de control localizada aguas arriba (una 
compuerta en la ilustración 13, que se utilizará para 
ejemplificar el uso de la teoría de la catástrofe en el 
salto hidráulico forzado). El tirante sobre el escalón 
será supercrítico también y puede calcularse a par- 
tir del anterior con la ecuación de la energía especí- 
fica. Para un canal de sección rectangular, el tirante 
sobre el escalón se encontraría al resolver la si- 
guiente ecuación: 

Dado que se puede variar el gasto, el tirante en 
la sección 1 será función de éste; puede calcularse 
con relativa facilidad a partir de la sección de con- 
trol aguas arriba, por ejemplo, valuando el tirante 
en la vena contracta, después de la compuerta en 
el flujo (véase ilustración 13), y calculando después 

hasta la sección 1. Se 
existencia de una rela- 

Establecida la relación se tendría otra similar 
para la 

Entonces, la ecuación (4) se puede reescribir 
como: 

q2 

Salto 

Considérese el caso de un flujo supercrítico al que 
se coloca un obstáculo, por ejemplo, un escalón, 
como se indica en la ilustración 13. Dada una altura 

Si se disminuye el gasto, se producirá una dismi- 
nución simultánea de la energía en el sistema, y 



aumentarán los tirantes en las secciones 1 y 2. 
Cuando el tirante en la sección 2 alcance el valor 
del tirante crítico se producirá un cambio brusco en 
la configuración del flujo: el tirante aguas arriba del 
escalón no puede permanecer supercrítico, cam- 
biará bruscamente a subcrítico y se producirá un 
salto hidráulico. En la ilustración 14 se muestra 
esta configuración del flujo. 

A esta condición 
a supercrítico, y 

En la ilustración 15 se muestra la variación del 
tirante en la sección 1 respecto del gasto. Esta 
geometría tiene la misma forma que un corte en 
una superficie de catástrofe tipo cúspide, como la 
mostrada en la ilustración 3. 

A este cambio súbito de régimen s e  le  puede 
denominar catástrofe a subcrítico, y a valor del 
gasto en que ocurre gasto crítico inferior (qci) ya 
que, como se verá más adelante, no es el único 
gasto crítico. El tirante al que le ocurre la catás- 
trofe a subcrítico será aquel en el que se cumplan 
al mismo tiempo la ecuación (1 9) y la siguiente: 

donde Yc es el tirante crítico. 
Si se continúa disminuyendo el gasto, la zona del 

escalón seguirá actuando como un control y el ti- 
rante sobre esta sección será el crítico. El corres- 
pondiente a la sección aguas arriba se calcula re- 
solviendo la siguiente ecuación y tomando la raíz 
que corresponde al tirante subcrítico: 

donde Y1 y E2 son el tirante y la energía en las 
secciones 1 y 2, respectivamente. En esta ecua- 
ción, la energía específica en la sección 2 es tam- 
bién una función del gasto; de hecho, es la energía 
mínima: 

por lo que la ecuación (21) puede escribirse como: 

Cuando se produce la catástrofe a subcrítico el 
tirante en la sección aguas arriba del escalón -cal- 
culado con la ecuación 21-, será mayor que el 
conjugado del flujo supercrítico original -dado por 
la ecuación 17-, por lo que el salto se barre aguas 

percrítico será necesario aumentar el gasto de ma- 
nera que el salto se barra de nuevo sobre el esca- 
lón. Es decir, hasta que el conjugado de flujo 
supercrítico, controlado aguas arriba, iguale al ti- 
rante en la sección l ,  controlado desde el escalón, 

La catástrofe a supercrítico ocurrirá cuando el ti- 
rante en la sección (1), calculado con la ecuación 
(21) sea igual al siguiente: 



de la División de Estudios de Posgrado de la Facul- 
tad de Ingeniería de la UNAM. Se diseñó una insta- 
lación que reprodujera el caso de estudio, (véase 
ilustración 13), y se hicieron pruebas para varias 
alturas de escalón y abertura de compuerta. El pro- 
cedimiento descrito se programó en una micro- 
computadora con objeto de calcular los resultados 
con mayor rapidez Estos se indican en las gráfi- 
cas mediante la línea continua. 

En la ilustración 17 se presenta la variación del 
tirante en la sección 1 para un escalón de altura de 
4.4 cm y una abertura de compuerta de 4 cm. En 
la ilustración 18 se muestra la relación tirante- 
gasto en la sección del escalón. Es interesante ob- 
servar que ésta es una superficie de catástrofe de- 
formada. Por su parte la ilustración 19 señala un 
corte en la superficie de catástrofe propuesta. En 
todas las gráficas se observa una alta correlación 
entre los resultados analíticos y los experimenta- 
les, de forma que puede afirmarse que las predic- 
ciones obtenidas por el modelo de catástrofe pro- 
puesto se adecuan al proceso real. 

Es importante puntualizar que en la zona de his- 
téresis puede existir cualquiera de ambos tipos de 
flujo, supercrítico o subcrítico. Aún más, si en esta 
zona se obliga desde fuera a cambiar de régimen al 
flujo, al cesar la influencia externa no retornará a su 
condición anterior; por ejemplo, si se obliga a ba- 
rrene el salto aguas abajo del escalón sin variar las 
condiciones del escurrimiento, éste no volverá a 
formarse. Así, al flujo que se presenta en el rango 
de histéresis podría denominársele, de acuerdo 
con su tipo, supercrítico inestable y subcrítico inesta- 
ble; y fuera de esta zona supercrítico estable y sub- 
crítico estable. La nomenclatura arriba propuesta 
correspondería a la utilizada en otras aplicaciones 
de la teoría de la catástrofe (7) y resulta Út i l  para 
establecer con precisión la condición en que se en- 
cuentra un fenómeno con histéresis. 

A fin de corroborar los resultados del modelo 
propuesto se realizaron experimentos en un canal 
de pendiente variable en el laboratorio de hidráulica 



Conviene anotar que en. la práctica experimental 
es difícil alcanzar los puntos teóricos de catástrofe 
debido a que el flujo en las regiones inestables es 
muy sensible a las perturbaciones presentes de 
manera continua, ya que se originan en el salto hi- 
dráulico y en las ondas del flujo supercrítico. 

Se realizaron otros experimentos y comproba- 
ciones teórico-experimentales, y en todos los ca- 
sos se obtuvieron resultados semejantes. Como 
ejemplo, en la ilustración 20 se presentan los re- 
sultados para un escalón de altura de 2.4 cm y 
abertura y compuerta de 6 centímetros. 

Con el método antes descrito es posible definir 
la superficie de catástrofe completa haciendo va- 
riar el segundo parámetro de control: la altura del 
escalón; con el programa mencionado se abrevia el 
procedimiento. En la ilustración 16 se muestra la 
superficie de catástrofe obtenida para una abertura 
de compuerta de 4 cm; así quedaría resuelto el 
problema sea cual sea el tamaño del escalón y 
para las condiciones de control aguas arriba antes 
dichas. 
Conclusiones 
La teoría de la catástrofe es un nuevo método ma- 

temático de análisis de los fenómenos que presen- 

estudio es difícil 
con otras técnicas. Esta teoría tiene aplicaciones 
matemáticamente rigurosas en mecánica de flui- 
dos y en especial en la teoría de flujos potenciales. 
No obstante, pueden hacerse aplicaciones de tipo 
conceptual, como las ejemplificadas en el texto, en 
las que las geometrías 
un papel fundamental. 

La aplicación de la teoría de la catástrofe como 
método descriptivo permite la introducción de una 
nomenclatura y de conceptos importantes, como 
el de la estabilidad estructural, que facilitan la com- 
prensión de aquellos fenómenos complejos en los 
que la función que los gobierna se desconoce o es 
muy complicada. Además, supone implícitamente 
la existencia de una relación funcional a la que 
puede aplicarse la teoría de la catástrofe que go- 
bierna el fenómeno. La justificación de esta hipóte- 
sis sólo se obtiene cuando los datos experimenta- 
les se ajustan a una geometría de catástrofe. 

Por razones de espacio, en este trabajo se han 
ejemplificado sólo dos casos, entre otros varios 
estudiados por los autores, de fenómenos de ca- 
tástrofe en hidráulica y mecánica de fluidos. 

NOMENCLATURA 

A = área, de un cuerpo inmerso 

CD = coeficiente de arrastre 

D = diámetro de un cilindro o esfera 

E = energía específica 

F = fuerza de arrastre 

Fr = número de Froude = 

F(Xi,aj,) = familia de funciones con Xi variables 
de estado y a, parámetros de control 

proyectada en la dirección del flujo. 

g = aceleración de la gravedad 

k = rugosidad equivalente 

Re = número de Reynolds 

V = velocidad media del flujo 

Y = tirante 

Yc = tirante crítico 

= altura del escalón 
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