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Control 6ptimo de un sistema de
presas: un enfoque de perturbaciones
pequeiias a la solucion de
programacion dinamica estocastica

Jaime Collado
Instituto Mexicano de Tecnologia del Agua

\

Un ndmero importante de problemas hidroldgicos précticos, entre ellos la optimizacion de
la operacion de un sistema de presas, puede formularse mediante programacion dinamica
estocdstica. Sin embargo, un método de solucion factible no existe, excepto para proble-
mas con estructura lineal-cuadrdtica, o para sistemas con pocas variables de estado. Este
articulo propone un método analftico-numérico a la solucion del control éptimo estocdstico
de malla cerrada. La solucidn dptima esta dada por ef control deterministico més un término
de correccion que torma en cuenta los efectos de la estocasticidad en una caracterizacion
de segundos momentos. Se supone que dicho término es pequerio en comparacién con el
control deterministico y se obtiene una solucidn de perturbaciones pequenas. Este método
puede ser usado como una solucidn subdptima para problemas donde no es factible usar
programacion estocdstica cldsica. Comparaciones con métodos convencionales muestran
que el método ofrece resultados muy cercanos al dptimo, incluso cuando la hipdtesis de
perturbaciones pequenas es 56/o aproximadamente satisfecha. Una ventaja atractiva del método
propuesto es que no requiere discretizacion de las variables de estado ni de las de conirol,
eludiendo el asf llamado maleficio de la dimensionalidad.

Palabras clave: Programacion dindmica, presas de propdsitos miltiples, operacion de presas,

modelos matematicos, analisis numérico, método aproximado.

Introducciéon

Uno de los problemas mas importantes y desafiantes
de la hidraulica moderna, es encontrar una politica de
extraccion que controle un sistema de presas de una
manera optima. El interés practico de este problema
ha promovido la aplicacién de casi todas las técnicas
de optimizacién y control para operar presas reales,
mientras que desde un punto de vista tedrico, ha
motivado el desarrollo de nuevos métodos.

El problema de la operacion de una presa, en
esencia, puede explicarse de la siguiente manera. La
cantidad almacenada y la extraccién de agua de una
presa, estan asociadas con puntos o periodos en el
tiempo que tienen un ordenamiento y una direccion
naturales. Por lo tanto, cada decision influencia las
circunstancias bajo las cuales se tendra que tomar

una decision futura, al mismo tiempo que se tiene
un beneficio o un costo en cada periodo. Si se
desea minimizar el costo total de operacion, se debe
balancear la opcion de minimizar el costo presente
contra el deseo de evitar situaciones futuras donde
los costos altos son inevitables.

La inhabilidad para pronosticar aportaciones futu-
ras con precision, es la principal fuente de incertidum-
bre en la optimizacion de la operacion de una presa
(Datta y Burges, 1984). La incertidumbre, modelada
mediante variables aleatorias o procesos estocasti-
cos, trae como consecuencia el deterioro del funcio-
namiento de la presa, el cual puede medirse con el
incremento en el costo total esperado, con respecto
al caso deterministico.  La politica de cperacién op-
tima asociada, sin embargo, no necesariamente es
afectada por la mera presencia de la incertidumbre,
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cuyo peso en la optimizacién es principalmente deter-
minado por la longitud de! intervalo de tiempo entre las
decisiones y por la forma de |a funcidn objetivo. Debe
hacerse notar que la solucién éptima para controlar
un sistema de presas puede ser muy sensible a la
forma de la funcion objetivo (Ginn y Houck, 1989), a
tal grado que en ocasiones la determinacion de ésta
se llama problerna secundario (Gessing, 1980).

Con respecto al espaciamiento de las decisiones,
mientras mas grande sea el intervalo durante el cual se
considera constante la aportacion, mayor variabilidad
hidrolégica es promediada y menos importante es la
incertidumbre en los prondsticos de las aportaciones
para la optimizacion de la politica de operacion. En
cuanto a la forma de la funcién objetivo, debe notarse
gue si ésta es cuadratica sujeta a restricciones linea-
les de igualdad, entonces la politica no es afectada
por momentos estadisticos de orden dos o superior.
Este hecho es consecuencia directa de la condicidn
necesaria de primer orden para encontrar un punto
estacionario, esto es, que !a primera derivada de la
funcidn por optimizarse sea igual a cero. El efecto de
la incertidumbre del pronéstico de las aportaciones
o escurrimientos en la politica de operacion optima,
es el resultado de la accion combinada de momentos
estadisticos de orden dos o superior y derivadas de la
funcion objetivo de orden tres y superior. Por lo tanto,
el problema de la operacion de una presa puede ser
clasificado como equivalente deterministico, cuando la
operacion es determinada principalmente por el valor
esperado de las variabies de enitrada (aportaciones), o
bien, como dominado por la incertidumbre, cuando la
solucion optima depende de momentos de orden su-
perior de la distribucion de probabilidad asociada con
la incertidumbre en el prondstico de las aportaciones.

El estado del arte de la optimizacion estocastica se
ha concentrado en programacién dinamica discreta
en un extremo, y en control deterministico en ofro.
El primer enfoque esta seriamente limitado por sus
requerimientos computacionales (conocido como g/
maleficio de la dimensionalidad) y puede ser aplicado
solo en casos simples. El segundo ignora comple-
tamente el efecto de la incertidumbre de variables
aleatorias sobre el control dptimo.

Desde hace algun tiempo, la disponibilidad de sis-
temas de prondstico de escurrimientos en tiempo real,
ha inducido el desarrollo de modelos de optimizacion
de operacién de presas que toman en cuenta dichos
prondsticos en la derivacion de politicas 6ptimas de
operacion (Wilson y Kirdar, 1970; Jamieson y Wil-
kinson, 1972; Becker y Yeh, 1974; Hoshi y Burges,
1978; Turgeon, 1980; Yazicigil, et al., 1983; Stedinger,
et al., 1984). Sin embargo, estos métodos usan los
mejores prondsticos de aportaciones disponibles de

una manera deterministica, implicitamente aceptando
la propiedad de equivalencia deterministica (Charnes
y Cooper, 1963; Malinvaud, 1969). Para capturar
el efecto de la incertidumbre, generalmente presente
en problemas de operacion en tiempo real, deben
incluirse en la politica éptima de operacién, momentos
de la distribucién de probabilidad asociada con el
prondstico de aportaciones de al menos orden dos.

Recientemente (Datta y Houck, 1984; Takeuchi,
1986), se han propuesto modelos de operacion en
tiempo real basados en una formulacién de restriccio-
nes praobabilisticas. Sin embargo, este enfoque es, en
algun sentido, equivalente deterministico. Aun cuando
este término ha sido ya reservado para las polfticas
resultantes de la sustitucion de todas las variables
aleatorias por sus valores esperados (condicionales),
las politicas de operacidn derivadas de un modelo
que emplee restricciones probabilisticas pueden ser
llamadas equivalente deterministico generalizado, ya
que las variables aleatorias son remplazadas por un
cuantil escogido de la distribucion de probabilidad en
cuestion.

Mas recientemente (Wasimi y Kitanidis, 1983; Ma-
rino y Loaiciga, 1985; Loaiciga y Marifio, 1985; Soli-
man y Christensen, 1986; Trezosy Yeh, 1987; Kuczera,
1989), se han importado juiciosamente algunas tecni-
cas comUnmente empleadas en otras areas del co-
nocimiento que, desafortunadamente, sélo emplean
funciones objetivo cuadraticas o bien requieren que
su formulacién se ajuste a problemas estructurades.
También, se han desarrollado o extendido algunos
métodos Utiles para situaciones especificas. Entre
los mas importantes se encuentra, por ejemplo el
trabajo de Gjelsvik (1982), quien aplicd programacion
dinamica diferencial, pero tomando en cuenta la esto-
casticidad del problema mediante una discretizacion
de la distribucion de probabilidad de las aportaciones.
Pereira y Pinto (1985) desarrollaron una extension del
método de descomposicion de Benders para incluir
efectos estocasticos, sin embargo, utilizaron optimi-
zacion estocastica implicita. Papageorgiou (1985),
presenta una aplicacion del Principio Maxima, pe-
ro considera deterministicamente el problema de la
operacién de un sistema de presas. Georgakakos
y Marks (1987) elaboraron una extensién para po-
der considerar restricciones en la formulacion del ya
clasico problema Lineal/Cuadratico/Gaussiano; éste
es un problema con dinamica (continuidad en este
caso) lineal, funcién objetivo cuadréatica y excitacion
(aportaciones) gaussiana (ver también Pindyck, 1972,
Chan y Maille, 1975; Jacobson, 1977; Whittle, 1981).
Georgakakos (1989), ha trabajado ain méas en esta
extension para tratar aportaciones no gaussianas. Sa-
ad y Tutgeon (1988), emplean un enfoque de anélisis
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de componentes principales para agregar un conjunto
de presas en una presa equivalente, empleando op-
timizacion estocastica implicita. Foufoula—Georgiou y
Kitanidis (1988), presentan la programacion dinamica
de gradiente y su aplicacién al control de un sistema
de presas; este trabajo constituye una aportacion im-
portante, aungue discreticen las variables aleatorias.
Finalmente, Simonovi¢ y Burn (1989), sugieren un
nuevo método en donde el horizonte de planeacion es
una variable de decisién que cambia en tiempo real;
en este caso, la dicotomia consiste en balancear pro-
nosticos de aportaciones mas confiables en menores
horizontes de planeacidn contra una mejor operacion
de la presa asociada con un horizonte de planeacién
mas largo.

El control de malla cerrada u optimizacion explicita,
ha sido preferido desde las primeras aplicaciones a
la optimizacion de la operacién de una presa (Massé,
1946; Little, 1955) sobre la optimizacion implicita (Cro-
ley, 1974; Simcnovi¢, 1987), debido a que el control de
malla cerrada mantiene el problema de prondstico de
variables aleatorias acoplado con el problema de op-
timizacion, mientras que los controles deterministico,
retroalimentacion de malla abierta y retroalimentacion
estocastica implicita, tratan la estimacion de variables
aleatorias y la optimizacién separadamente (Wonham,
1968; Witsenhausen, 1971). Esta diferencia explica el
hecho de que una formulacion de optimizacion es-
tocastica de malla cerrada es generalmente superior
a las otras tres. Desafortunadamente, esta caracte-
ristica dificulta la obtencién de una solucidn exacta y
practica del problema de optimizacion estocastica de
malla cerrada que, para sistemas con varias variables
de estado y de decision, es “casi siempre un ejercicio
de aproximacion” (Schweppe, 1973).

Este articulo presenta un nuevoc método, aproxima-
do, para la solucién del problema de control 6ptima
estocastico de malla cerrada, y muestra su aplicacion
al controt dptimo de una presa. El método propuesto
es apropiado para problemas en tiempo real en los
cuales el control &ptimo depende principalmente de la
mejor proyeccidn o prondstico de condiciones futuras
(efecto deterministico) y menos en la incertidumbre del
pronostico (efecto estocastico). Es importante resaltar
gue este articulo trata primordialmente con problemas
a corto plazo o tacticos, mas que con problemas a
largo plazo o estratégicos.

Formulacion del problema

Considérese un sistema dinamico con ecuacidn de
transicion

z(k + 1) = p(k)z(k) + ¥(k)u(k + 1)

+ptk+ D +wk+1) )

donde ¢(k) es una matriz conocida que puede to-
mar en cuenta pérdidas por infiltracidn y evaporacion
(Loucks, et al., .1881), y ¥{k) es una matriz también
conocida que representa la topologia del sistema de
presas (ver por ejemplo Larson y Casti, 1982). z(k) es
el vector n~dimensional de estado (almacenamientos)
del sistema al principio del intervalo &k, u(k + 1) es
el control (extraccion) m~dimensional aplicado duran-
e (k,k+1), p(k+1) es una entrada conocida que
puede representar el prondstico de las aportaciones
o bien variables exdgenas controlables y, w(k + 1) es
un proceso de vectores aleatorios no correlacionados
con media cero y matriz de covariancia

sl o] =) S o

En este caso w(k) representa la desviacién que las
variables aleatorias tienen de su prondstico (0 de su
media condicional) y el elemento (3,1) de Q(k) es el
error cuadrado medio de la estimacién (o la variancia
condicional) del i-ésimo elemento de w(k). Notese
que la posible dependencia serial del proceso w(k)
podria tomarse en cuenta aumentando el estado (Bry-
sony Ho, 1975).

Si la funcién objetivo por minimizarse es separable
en el tiempo ‘

J= E{ ch

donde fn() y Cx(-), £=0,1,...,N — 1 son funcio-
nes de costo conocidas (generaimente no cuadréti-
cas) y E(-) es el operador esperanza matematica,
entonces, la ecuacion funcional de la programacion
dindmica en el tiempo k es (Bellman, 1957)

u(k + 1))} (3)

fia(alk=1)= M B {fi (6 = Dalk 1)
+ (k= Dulk) + (k) + w(k))

+ C—1 (z(k — 1), u(k)) } (4)

Si ninguna restriccion de desigualdad es activa, la
condicion necesaria de primer orden para encontrar
un punto estacionario es

(fl»z)"p( _1)+Ck lu"‘O (5)

donde fy . es la primera derivada de f, con respec-
to a =z(k) evaluada en z(k) = ¢k — Dz(k—1) +
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vk — Du(k) + p(k) + w(k), y Cr—1 5 la primera
derivada de C),_, con respecto a u(k) evaluada en
z(k—1) y u(k). Notese que f , &s un vector de
dimensién 1 x n consistente de las derivadas de f;,
con respecto a cada elemento de z. Similarmente,
Ci—1.4, €5 un vector de dimensidon 1 x m. Se su-
giere al lector consultar a Bodewig (1956), Beliman
(1960), Athans y Schweppe (1965) y Vetter (1973) para
consultar definiciones y férmulas de calculo matricial.
Encontrar (%) de esta ecuacion vectorial, equivalente
a m ecuaciones escalares, puede ser bastante com-
plicado. La excepcién mas notable es cuando las
funciones de costo son cuadraticas. En ese caso fj o
es una funcién lineal de w(k) de tal forma que E(fj, ;)
no depende de w(k). El control no es afectado por
la incertidumbre en los prondsticos o estimaciones de
variables aleatorias, y es una funcion fineal del estado
inicial (Sage y White, 1977). ‘

Para el caso general donde las funciones de costo
no son cuadraticas, puede lograrse cierto progreso
separando el control (Collado y Kitanidis, 1986)

u(k) = up(k) + 6ul(k) (6)

donde u (k) es el control deterministico que se obtie-
ne al sustituir todas las variables aleatorias por sus va-
lores esperados, y du(k) es un término de correccion:
la diferencia entre el control estocastico y el control
deterministico. Notese que up(k) es una funcion
solamente de valores medios de las entradas, p(k),
mientras que édu(k) puede depender de todos los
momentos de las variables aleatorias que representan
entradas. up(-) toma en cuenta deterministicamente
variaciones predecibles de entradas futuras, tales co-
mo variaciones casi-periddicas y efectos de variables
exégenas. du(-) es el resultado de la incertidumbre
en el prondstico de u(-), es decir, es una anticipacion
del hecho de que la verdadera entrada tendra una va-
riacion alrededor del mejor estimado disponible. Por
esta razdn, se refiere a §u(k) como t€rmino de correc-
cion.

Comparaciones entre controles obtenidos con pro-
gramacion dindmica estocastica y deterministica, fre-
cuentemente han demostrado que, en un amplio ran-
go de valores de las variables de estado, los dos
meétodos de solucion proveen resultados que no di-
fieren mucho (Alarcén y Marks, 1979; Rhenals y Bras,
1981). También, los resultados de simulacién de Kle-
me$§ (1977, 1979) y de Krzysztofowicz (1979), pueden
interpretarse para concluir que el contro! determinis-
tico es aproximadamente &ptimo, siempre y cuando
la funcién objetivo sea convexa y ninguna restriccion
de desigualdad esté prdxima a ser activa. Finalmente,

numerosas aplicaciones de control deterministico su-
ponen que el término de correccidn es pequeno com-
parado con el efecto deterministico, o bien, es com-
pletamente ignorado. Si bien el término de correccién
es relativamente pequeno, en algunos problemas es
significante comparado con el conirol deterministico.
Un enfoque, que aparentemente no ha recibido
atencion, es desarrollar una solucion de perturbacio-
nes pequenas para el término de correccion, en vez
de ignorarlo como es el caso del control determi-
nistico, o de tratar de obtenerlo numéricamente de
la ecuacian funcional de optimizacién como se hace
en programacion dinamica estocastica discreta. Tal
enfoque parece promisorio ya que permite explotar la
estructura de problemas de interés practico.

Solucién de perturbaciones pequeias

El procedimiento sera matematicamente derivado de
tal forma que sea asintéticamente exacto para o2 — 0,
donde ¢? es un factor de escala de la matriz de
covariancia; esto es, el enfoque estd basado en la
hipttesis de que las variancias de las variables alea-
torias de entrada son peguefias en algdn sentido.
Adicionalmente, se supone que la ecuacién funcional
de optimizacion posee derivadas terceras no idénti-
camente nutas. Estas hipotesis permiten aproximar el
término de correccién con el término dominante de
una expansion asintética. De primera instancia, estas
hipotesis pueden parecer restrictivas, sin embargo, la
experiencia con métodos de perturbaciones pequenas
en varios campos del conocimiento, indica que dichos
métodos pueden ser bastante robustos. Esto es,
pueden dar resultados considerablemente satisfacto-
rios, incluso cuando ¢ toma valores de significancia
practica. Este trabajo ilustra que ese es también el
caso para el método propuesto.

Siguiendo un enfoque de perturbacidn de un pa-
rametro (Nayfeh, 1973), el control se expande en

u(k) = ug + w10 +ugo? + - (7)

donde ug, u1,. .. son politicas de control, esto es, son
funciones del estado z(k —1). Los puntos suspen-
sivos en la expansion representan términos de orden
o3 y superiores. En este trabajo, esos términos de
orden superior seran despreciados. Aproximaciones
de orden superior son posibles pero estan mas alla
del alcance de este articulo. Consistente con (7), la
ecuacion funcional de optimizacion puede ser expan-
dida en

fr(z(k)) = Di(x(k)) + Sk(z(k))o” 8)
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donde Dy (-) es la ecuacién funcional de optimiza-
cion correspondiente a un problema deterministico,
es decir, sustituyendo todas las variables aleatorias
por sus valores esperados y, Sx(-)o? es la diferencia
entre las funcionales de optimizacion estocéstica y
deterministica. Notese que esta diferencia se expresa
‘como el producto de una funcién por el parametro que
escala a la matriz de covariancia, lo cual implica que
S1(-) depende funcionalmente de u(k) y no de w(k).
De esta forma, la funcional de optimizacién (4) puede
expresarse como

fe—1(z(k -1)) = 11;/{1]?) w%“k) [Dy(u(k), w(k))

+Sp(u(k))o?] (@)

la condicidn de primer orden para un éptimo es
E[VuDg) + vusko—? =0 (10)
y la condicién de segundo orden para que la solucion

sea un minimo local Unico es que el Hessiano sea una
matriz positiva definida (Luenberger, 1973)

E [vuij Dk] + 02V, VTS, >0 (11)

suponiendo que E(w™) ~ &(c™) y empleando la ex-
presidn (7), la expansion de (10) en series de Taylor
alrededor de valores nominales ug y wg, y conside-
rando hasta términos de orden o2 es

VuDp, + (w10 +uga?)’ - v, VI Dy,
+E [wT YV -vfpk]
1 2
+5 [(ula)T 'vu] VuDyg
2
1
+5E [(wT vw)zquk]
+E [wT(VwVZ)(ulcf + 7L202)VuDk]
+0%Vy S, =0 (12)
considerando solo términos de orden cero
VuDy(ug(k), wo(k)) = (13)
resalviendo (13) se abtiene la palitica de control de-
terministica uo (k). Suponiendo que esta solucion es

un minimo local Unico, el Hessiano debe ser positivo
definido

H=V.VID,>0 (14)

una vez obtenida ug(k), se pueden calcular todas las
derivadas que aparecen en (12). Tomando en cuenta
solo términos de orden ¢ y recordando que E(w) = 0

Huj =0 (15)

lo que implica u; = 0. Considerando términos de
orden o2

1
o?Huy + 5E(wT - Vw)?VuDy + 02V S, =0 (16)

notando que E(wT - V)2 = E(Vy, - w)?,
se obtiene
E(Vy -w)? = E(Vyww?VI) = V,QVE  (17)
por lo que
1
Huy = —mvavﬁquk — VuSi (18)

esto es, la solucion uy esta dada por el sistema lineal
H’u.g:h—vusk (19)

donde h es un vector cuyo £~ésimo elemento es

ZZ 2Q]6Dk ’U.O(]n),'ll}o( ))
202"

Ow;0w;Ouy

_ _1_
202

il

Tr(QLyg) (20)

siendo T'r(-) la traza de una matrizy L,y es una matriz
simétrica cuyc elemento (4, j) es:

- BDulunlk). wolk
(L4l =2 Dgfufgjj ;MZ’(’”)) @1)

De esta forma, se demuestra que una solucion de
perturbaciones pequenas esta dada por

= ug + uso> (22)
donde ug es la solucion del problema de optimizacion
deterministico y uy estd dada por la ecuacion (19).

El valor minimo de la funcién objetivo, considerando
hasta términos de orden o2, es

Dy(uo(k),0) + 5Tr(QF) + Sy(uo(k)o® (23

donde F es la matriz simétrica de segundas derivadas
de Dy(-) con respecto a w
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7. — 9 Di(uo(k), wo(k))
4 Ow;0w;

(24)

E!l mejoramiento en la funcidn objetivo debido al
término de correccién es de orden o4

1 1
- EugHuga4 - §(VwQV£)VuDku202 - VuSk'u204

1
= E(hT + VoS ) H (b + VIS0t (25)

gue es una cantidad positiva semidefinida. El me-
joramiento es una funcidn cuadréatica de la primera
derivada de Si(-) y de la tercera derivada de Dy (-).

Resumiendo, ug es el control determinfstico y sa-
tisface la ecuacidon (13). Por ejemplo, si ninguna
restriccién de desigualdad es activa, ug es 1a solucion
del sistema de ecuaciones

Cyu+Dgy=0 (26)

o bien, del sistema
Cku + Dy gp(k—1) =0 (27)
si se utiliza la regla de la cadena. La condicion de

segundo orden (14) para que ug sea un minimo local
Unico puede expresarse como

H = Gy +97 (k= D)Dyggp(k =1) >0 (28)
y la politica ug se obtiene resolviendo el sistema lineal
Hup=h-[Seap(k-1)]" ~  (29)

donde S, es un vector n dimensional de derivadas
de S con respecto a z(k), k es un vector m dimen-
sional cuyo f—ésimo elemento estd dado por (20), y
[Lg];; de la ecuacion (21) puede escribirse como

— _a_g_qk__
"~ Ow;0w; 0wy
Z. 9Dy

= — 30
aZ_i Ox;0z 0z, Vae (30)

[Lel;j

La funcidn de costo puede escribirse como

Jr—1(z(k = 1)) = Dp_1(z(k — 1))+
Sp—1(z(k—1))o*  (31)

donde

D1 (a(k — 1)) = Cy_1 (b(k — 1), uo(k))
+ D [k — Dx(k — 1)

+ P(k - 1)ug(k) + p(k)] (32)

Sk—1(z(k — 1)) = S [d(k — 1z(k — 1)
+ Y(k — Dug(k) + p(k))

1
+ 53 Tr(QDj ) (33)

Todas las derivadas estan evaluadas en z(k — 1) y
ug (k). Obsérvese que (31) es valida en el tltimo pe-
riodo del horizonte de planeacion ya que Sy (z{N)) =
0, y la ecuacion (33) asegura su validez para cualquier
otro periodo.

Calculo de los controles deterministico y de
correccion

Regresando al problema de optimizacion en el tiempo,
ug puede obtenerse considerando sélo términcs de
orden cero. La condicion de frontera es

Dn(z(N)) = fn(z(N)) (34)

y las ecuaciones iterativas son

Di_1(z(k-1)) = ul\gég) {Cr—1 (z(k = 1), uo(k))

+ Dy [p(k — z(k — 1)
+ (k- Duo(k) +p(k)]}  (35)

sujetas a las restricciones de desigualdad pertinentes,
tales como no negatividad y capacidad de la presa en
los almacenamieritos, y limites inferior y superior en las
descargas.

Es obvio que el término de orden cero en la ex-
pansién asintdtica (7) es el control deterministico. El
problema del control deterministico, aunque mucho
més facil de resolver que el problema general de
optimizacion estocastica, no es trivial para sistemas
complejos de presas. Turgeon (1981) ha recalcado
que casi todos los métodos de optimizacion han sido
aplicados a este problemay ha dado una lista extensa
de referencias (ver también Rosenthal, 1980; Kacz-
marek y Kindler, 1982; y Yeh, 1985). Las primeras
aplicaciones de optimizacion de la operacion de una
presa utilizaron programacion dinamica discreta, ba-
sada en la discretizaciéon de las variables de estado
y de control. Para esta aplicacion, el unico requisito
es que la funcién objetivo y las restricciones sean
separables de un periodo a otro, sin restringir el tipo de
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funcién objetivo, restricciones o ecuacion de transicion
de estados. Sin embargo, el costo computacional y
los requerimientos de memoria en una computadora
asociados con programacion dinamica discreta, cre-
cen exponencialmente con el nimero de variables de
estado y de control (el asi llamado maleficio de la
dimensionalidad).

Un nUmero de técnicas iterativas o de aproxima-
ciones sucesivas también estan disponibles para solu-
cionar problemas de control deterministico de gran di-
mensionalidad, dado el estado inicial. Yakowitz (1982)
ha revisado tales procedimientos, poniendo un bien
merecido énfasis en aspectos computacionales. En
términos generales, el principio de optimizacion o el
principio maximo de Pontryagin (equivalente a las con-
diciones de Kuhn-Tucker) se emplea primero para
proveer las condiciones necesarias de primer orden
y obtener un punto estacionario (ver por ejemplo,
Holtzman y Halkin, 1966). 'Después, suponiendo que
esas condiciones también son suficientes para obte-
ner un éptimo (lo que en general implica algtn tipo
de convexidad), la solucién 6ptima puede encontrarse
utilizando métodos numéricos iterativos tales como
maximo descenso, Newton, cuasilinearizacion, etc. Si
el problema no es convexo, se debe tener cuidado
para no identificar a un optimo local erréneo; para
que los métodos iterativos converjan al ptimo global,
generaimente uno debe comenzar el procedimiento
desde un punto suficientemente cercano al 6ptimo. La
principal ventaja de estas técnicas es que son com-
putacionalmente mucho més eficientes que la progra-
macién dindamica discreta.

Supoéngase que usando algin método de progra-
macion dindmica, tal como programacion dinédmica
diferencial (Jacobson y Mayne, 1970), |a serie de con-
troles deterministicos, ug{(1), ug(2),... . wo(N), ha sido
obtenida. Comenzando desde la condicidn inicial co-
nocida, z(0), y utilizando esta secuencia de controles
en la ecuacion de transicién de estados (1), se obtiene
una trayectoria de estados nominales.

Para estimar analfticamente el término de correc-
cion, la segunda y tercera derivadas de la funcidn de
costo deterministica, Dy (x(k)), deben ser calculadas
a lo largo de la trayectoria nominal. Dy(z(k)) se
determina sustituyendo en (35) la politica de control
Optimo deterministico ug(z(k — 1)), lo cual reduce al
argumento de la funcidon de costo deterministica a sdlo
el estado

Dg_1(z(k - 1)) = Cp_1 (z(k ~ 1), ug(z(k - 1)))
+ Dy [¢p(k — Dz(k — 1)+
PY(k — Dug(z(k - 1)) + p(k)] (36)

derivando esta ecuacién, mediante la regla de la ca-
dena se obtienen las derivadas necesarias

ODp—1 _
azi

3C'k 1 9C_1 Fug
z a'u:a 61‘1
a“") (37)

Ck 1 Bua 671,1,
6ua6ub Ox; azj

Z ODs (¢m

8*Dy_; _ 8*Cypy Em: .
0z;0x; - 0z;0x -

BCL 1 02 _O%ug
+ Z Oug szaz]

m o m BQD
+ Z Z 6:Laa:‘ (¢az =+ Zwaba )
a=1c=1
- Ouy .
X <¢cj + Z ?/)cd%)
d=1 J
n
+ 2
a—

6Dk m 62ub
. 38
1 Ozq bli:lwabamiazj ( )
aBDk—l . 630](:——1
0z;0z 0z, - 020101,
mom.m
+
;;21; aua‘aubauc Oz; 5'173 5.’L‘g
+ —_—
aglbgl 8ua6ub Oz; 5$jazg
6:1:]' 0z;0zy = Ozy Ozi0%;

OC,_1 Bug
+ ; Oug 0z;01;01,

X

. n a’LLd i 62ub
cj + Z wcdgj -+ wab 3:1:]‘8.’1,‘4

d=1

<¢cz + Z "/ch (9

X
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, UL 8Dy,
< (et 3 vt 26%
d=1
i 33y

estas ecuaciones son completamente generales, sin
embargo, en la mayor parte de las aplicaciones, mu-
chos de los términos son idénticamente nulos y no
requieren ser calculados.

La solucién de perturbaciones pequenas al proble-
ma de optimizacién estocéastica, ecuacion (29), tam-

bién requiere el calculo de Sy, ., el vector de primeras -

derivadas de S}, con respecto a las variables de esta-
do. Al final del horizonte de planeacién

Sna(@(N)) =0 (40)

y los elementos de Si_; 5, son calculados de periodo
en periodo, moviéndose hacia atras en el tiempo,
utilizando

- a D,c
+ Z Z Q“”Z 57a07,0%¢

a=1bh=1
x <¢ +> wa@%) (41)
d=1 ¢

Notese que en estas ecuaciones se ha simplificado

la notacién. Por ejemplo . denota —Daﬂ%‘ﬁ)ﬁz Es-
tas ecuaciones involucran Ias derivadas de la politica
de control con respecto a las variables de estado,
evaluadas en la trayectoria nominal. Las derivadas
deben ser calculadas con las mismas ecuaciones uti-
lizadas para obtener el control 6ptima deterministico,
esto es, las condiciones necesarias de primer orden.
Entonces, la forma exacta en que son calculadas
difiere de un caso a otro, dependiendo del algoritmo
de optimizacidén deterministica usado y del tipo de
restricciones de desigualdad activas, si existen.

Restricciones de desigualdad inactivas
Considérese el caso donde no se tienen restricciones
de desigualdad activas en el periodo k. Entonces, el

control satisface la ecuacion (27), que puede reescri-
birse como

ac D :
’“1 }:a’wm—o i=1,2,...,m (42)

para cada estado z(k — 1}, esta ecuacién provee una
solucién Unica ug(z(k — 1)), de tal forma que im-
plicitamente define una politica de operacion. Esta
ecuacion puede usarse para calcular las derivadas de
u con respecto a z(k — 1). La derivada de (42) con’
respecto a z(k — 1) es

820k_1 6 Ck 1 Bua
Bz;0u; Zl Buadu; Oz,

n m
02Dy, Ouc
; oo | 5 =
0xq 01y (qbb] + CZ-:l Ve Oz 0

1i=1,...,m
ji=1,...,n (43)

+ Z Pai {
a=1

b=1

todas las derivadas son evaluadas en la trayectoria
nominal, de tal manera que (43) es un sistema lineal
de n x m ecuaciones con igual nimero de incognitas,
las derivadas f’—“i i =1,...,m, j=1,.., n Derivando

(43) con respecto a z,(k — 1) se obtiene

a3 _0°Cg-1
;00T ;0207

Z Z k__l a'u.a a'LLb
= Ouaaubauz 67:] 6(1)g

Zazck 1 62'11.0,
OuqBu; Or;0Ty

5 8D,
+ Z Vai Z Z 0xq0zy0xg

a=1 b=1d=1

(abbj Zwbc o ) (qbdg + Z e 2 5o, )

n
8 U
+ alemZ bz me Z‘/”’Caz a;e =

1=1,...,m
j=1,...,n
L=1,...,n (44)

gste es un sistema lineal de n x n x m ecuaciones
a partir del cual se pueden calcular las segundas
derivadas de la politica de control con respecto a las
variables de estado. Las terceras derivadas de « con
respecto a z(k — 1) no se requieren; solo aparecen
en la ecuacion (39) multiplicadas por

P (% wi)

a=1
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que es igual a cero de acuerdo con la ecuacion (42).
Restricciones lineales activas

Un caso com(n es aquél en el que se tienen res-
tricciones lineales de desigualdad. Las extracciones
deben ser no negativas y menores que la capacidad
de la obra de toma, del vertedor o ambos para una
elevacién dada en cada presa; los almacenamientos
también deben ser no negativos y menores que la
capacidad total de cada vaso. En el caso estocas-
tico con discretizacién en el tiempo examinado en
este trabajo, estas restricciones tienen sentido solo si
se definen como los equivalentes deterministicos de
restricciones probabilisticas (chance constraints). Por
ejemplo, la extraccion u(k) dado el almacenamiento
inicial z(k — 1) puede restringirse de tal forma que la
probabilidad de que el almacenamiento final z(k) sea
no negativo, sea mayor o igual que o

Pr(p(k — Dz(k — 1) + 9(k — 1)u(k)
(k) +w(k) 2 0] 2 o (46)

esta restriccion probabilistica posee una restriccion
equivalente deterministica igual a

w(k) > — [k~ Dk~ 1)] " x
{Farty(1 — @) + ¢k = Dl — 1) + p(k) } (47)

donde qu(lk)(l — @) es el cuantil de orden 1 — o de la

distribucion de probabilidad de w(k). Adicionaimente
al equivalente deterministico (47), la extraccién tam-
bién debe cumplir

u(k) > u_ . (k) (48)
donde cualquier elemento de um minin (k) puede ser
cero, o0 bien, un gasto minimo para lograr el despe-
gue del agua en una cubeta deflectora, por ejemplo.
Similarmente, se puede restringir la extraccion (k)
— conocido z(k — 1)— para que la probabilidad de
que el almacenamiento z(k) sea menor ¢ igual que fa
capacidad de la presa, K, sea mayor o igual que 8

}Pr [¢(k — Dz(k — 1) + ¢(k — Du(k)+
p(k) +w(k) < K] > B (49)

mediante su equivalente deterministico

w(k) < — [Tk~ Dk - )] x
{ Pty (B) + 8k~ )a(k 1)+ u(k) - K} (50)

esta extraccion también puede restringirse a que sea
menor o igual que un valor maximo

w(k) < umgx (k) (51)

donde algin elemento de ups,(k) puede ser, por
gjemplo, la capacidad de una obra de toma, la de
un vertedor, 0 ambas.

Debe enfatizarse que los equivalentes deterministi-
cos de restricciones probabilisticas no deben de inter-
pretarse inflexiblemente, ya que si ccurre alglin escu-
rrimiento extremo, la extraccion puede ajustarse me-
diante un control de retroalimentacion en una escala
de tiempo menor que el periodo utilizado para la opti-
mizacién estocastica con discretizacion en el tiempo.
En cualgquier caso, si alguna restriccién es activa, se
debe introducir el Lagrangiano, como se describe en
Murray y Yakowitz (1979). A partir de las condiciones
necesarias de primer orden, se determinan la solucién
y las derivadas requeridas. Este método se emplea en
el ejemplo presentado en la siguiente seccion.

Iinterpretacién cualitativa de los resultados

Una ventaja del método desarrollado, es que su na-
turaleza semianalitica elucida el problema de optimi-
zacion estocastica de una manera que no es posible
cuando se utiliza el método numérico de programa-
cidn dinamica estocéstica discreta. La discusion si-
guiente esta basada en una interpretacion cualitativa
de las ecuaciones de perturbaciones pequenas.

El término de ‘correccién generalmente se incre-
menta con la incertidumbre en el prondstico de futuros
escurrimientos. De acuerdo con el enfogue de per-
turbaciones pequenas, si la matriz de covariancia del
error del prondstico se multiplica por una constante,
el término de correccién tambien es multiplicado por
la misma constante. El término de correccién también
depende de derivadas de la funcidn de costo de orden
superior a dos. Por lo tanto, si la funcidn objetivo es
cuadratica, el término de correccion es identicamente
nulo; esto es, el problema es deterministicamente
equivalente (Bar-Shalom y Tse, 1974). También se
deriva de este andlisis que el término de correccion
es, en alglin sentido, proporcional al cociente de las
terceras derivadas de la funcién de costo entre sus
segundas derivadas. Sin embargo, en muchos casos
presentados en la literatura, las segundas derivadas
de la funcién de costo son mucho mayores que las
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terceras derivadas y el término de correccién es pe-
qgueno.

El valor esperado de la funcion de costo se calcula
mediante la suma de una parte deterministica y una
parte estocastica, ecuacion (8). El primer término
corresponde al caso ideal de prondsticos perfectos. El
segundo término se incrementa con la incertidumbre
de los prondsticos y se calcula, bajo las hipdtesis
empleadas en este trabajo, en términos de la co-
variancia del error de los prondsticos de futuros es-
currimientos. La ecuacion (33) puede usarse para
evaluar la utilidad de procedimientos de prondstico de
aportaciones a vasos en tiempo real, para reducir el
costo de operacién de un sistema de presas. Este
costo puede variar considerablemente, dependiendo
del estado inicial del sistema. Para estados en los
cuales la funcién de costo es casi lineal (segundas
derivadas pequefas), como suele suceder cuando se
opera una presa bajo condiciones normales, reducir la
variancia del error de los prondsticos de escurrimiento
tiene un efecto relativamente pequefo. Sin embargo,
cuando la funcién de costo tiene una gran curvatura
con respecto a las variables de estado, como gene-
ralmente sucede cuando las presas estan casi llenas
0 casi vacias, el mejoramiento de los procedimientos
para pronosticar futuras aportaciones, tiene un gran
valor en la reduccion del costo de operacion.

La ecuacidon (41) acrecenta el entendimiento de
como los controles presentes, tales como extraccio-
nes, son afectados por disturbios aleatorios que se
presentaran en el futuro. Este efecto depende de
la tercera derivada de la funcion de costo evaluada
en el periodo donde se anticipa que ocurriran los
disturbios, de la variancia de los disturbios y también
de la dinamica del sistema en cuestion. La dinamica
del sistema se manifiesta a través de la matriz de
transicion del sistema, esto es, la matriz de orden
n X n CUyO ij-ésimo elemento es

U du
Gij + ) Viam— (52)
= Oz

mientras mas pequefos sean los valores caracteris-
ticos de esta matriz, menor sera el efecto de los
disturbios futuros en los controles presentes. Enton-
ces, disturbios aleatorios que pueden ocurrir dentro
de muchos pericdos, tienen poco efecto en las ex-
tracciones presentes, cuando existen oportunidades
de ajustar las extracciones en algn periodo interme-
dio. Esto también ilustra que el método propuesto
s efectivamente de malla cerrada y no simplemente
de retroalimentacion. A diferencia de los controles de
malla abierta, el presente algoritmo toma en cuenta

que el control puede ser modificado en respuesta
a mediciones futuras. En muchos casos, la incerti-
dumbre de los prondsticos de las aportaciones en los
primeros intervalos de tiempo, es la que tiene el mayor
impacto en las extracciones presentes (Whittle, 1983).

Ejfemplo computacional

En este trabajo, se presentara solamente un ejemplo
sencillo para ilustrar que la hipotesis de pequerias per-
turbaciones no necesariamente afecta la exactitud del
método desarrollado. Considérese una sola presa con
aportaciones estadisticamente independientes. Sea z
el almacenamiento y u la extraccién. Considérese un
horizonte de planeacion finito y una funcién objetivo

4
MinE{$ % (i) — 1] + [o(4) — 3] (53)
i=1

sujeta a la ecuacion de transicion (continuidad)
sk+1)=zk)—uwk+1)+3+wk+1) (54
y a las restricciones de desigualdad
0 < z(k) <12
. k=1,22384 (55)

0 < u(k)
en este caso, u(k) = 3 para toda k y w(k) es una
secuencia de variables aleatorias independientes con
media ceroy variancia o2. Aqui, o2 representa el error
cuadrado medio del error de los prondsticos de las
aportaciones a la presa. El problema es determinar
u(1), la primera extraccion, de tal forma que el valor
esperado del costo de operacion sea minimo, dado el
almacenamiento inicial z(0).

Como primer paso, se obtiene el control determi-
nistico a través de programacion dinamica diferencial,
segun describen Murray y Yakowitz (1979). Después,
las derivadas necesarias se calculan sobre la trayec-
taria nominal definida por la ecuacidn de transicion
(54) y los controles 6ptimos deterministicos.  Final-
mente, el término de correccién se calcula con la
ecuacion (29). De esta manera, el control optimo
u(k) = ug(k) + uz(k)o? para el primer periodo, u(1),
dado z(0) = 8, se muestra en la ilustracién 1 para
varios valores de ¢2. Como puede observarse, la
extraccién se incrementa con el error cuadrado medio
del prondstico de la aportacion y, esta dependencia es
lineal de acuerdo con la hipdtesis de perturbaciones
peguenas.
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1. Primer control de una presa en funcién del error del pronds-
tico de la aportacidn futura

Perturbamones pequenas i

6 ____. PDED (W~LN: (u.cr e
........ PDED (W~ N (11.6%))

=B

Extracién dptima U(1}, para X(O)

3 s 1 ¢ 1 " l —tm I

0 - PR 2 3 4
. Variancia del error del pronéstico, ¢*

Para efectos-de comparacion, el mismo. problema
se resolvid con  programacion- dinamica: estocastica
discreta,. PDED.- Los -resultados - obtenidos con-: este
meétodo contienen un error relacionado con la discre-
tizacion. de: las variables. de estado (almacenamien-
tos),-entrada. (apertaciones).y . control. (extracciones).
A.menos .que -se-utilice::una, malla: fina, - el -error .de
discretizacion con PDED. para-valores peguefos: de
a?,.es mas grande .que el error con.perturbaciones
pequenas. Escogiendo un esquema.computacional
que-permita.encontrar. u (k) sin error de discretizacion
(Az.=.0.25,-en este caso),. se puede . obtener la:so-
lucion mostrada en. la:ilustracion. 1. ‘Las aportaciones
fueron supuestas variables aleatorias con.distribucion
lognormal:con.media 3.y.variancia o2, y dicha distri-
bucién se representd mediante diez-valores discretos.
La probabilidad de violar las restricciones de no ne-
gatividad o capacidad de la presa, se escogid igual a
cinco por ciento.

No es sorprendente que ambos métodos: den.re-
sultados similares para o2 cercana a cero, ya que la
solucion de perturbamones pequenas es asintotica-
mente. exacta Cuando o2 o 0. Resulta,.sin embargo
verdaderamente mteresante que | la so!umon propuesta
sgaproxime a la extraccion optlma sobre un.rango de
valores de o2 bastante ampho Notese que para el
caso en. cuestlon valores grandes de o serfan de
poca |mportanC|a practlca ya que el Control ‘Optimo
en tiempo discreto supone que el intervalo de tiempo
es lo suficientemente pequefio, de tal manera que
las Condxmones de almacenamlento Y. extracolon no
cambien demasiado y el Control pueda considerarse
constante

. PDED tamblen fue usada con restncc;lones al 15%
de probabilidad de violar restrrcmones en.el aimace-

_Conclusmnes .

Extraccion éptimé u(l), para @
NI

‘namiento. de-no negatividad. y -no -excedencia de la
.capacidad de la presa,.con un efecto -insignificante

en. los. resultados.para z(0):=.8.- Una diferencia
notable .ocurre -cuando Ja. distribucion - lognormal es

remplazada por.la.normal (ver ilustracion 1), aunque
ésta se encuentra limitada a valores grandes de o2.
.Para incertidumbre pequena-en.el-prondstico de apor-
taciones; la extraccion 6ptima depende solamente. de

la media y la variancia de las. aportaciones pronosti-

.cadas,y. es-correctamente calculada por el-método
propuesto. ... o s ¥

La polmca de operacxon para o= 1 se muestra en
Ia ilustracién 2. La extraccion optlma u(l) dado z(0)
="8, 'de acuerdo-con’la’ solucuon de -perturbaciones
pequenas y de’ ‘acuerdo Con PDED' (Con dlscrenzaClon

del almacenamiento ‘Az’ = 10:25, aportaciones ‘con

distribucién Iognormal 2 restncmones probablhstlcas

al 5%) es practicamente idéntica; segun se obsetva
‘en la‘ilustracién '3, ‘donde también 'se encuentra ‘el

control” ‘deterministico. *Es ‘obvio que las diferencias

entre los resultados de perturbamones peguenas 'y

PDED son pequenas y ‘del-mismo orden de magnltud

que-el error'de” discretlzamon de PDEI (K|tan|d|s Y

Foufoula—Georglou 1987)

‘En este artlculo se desarro[la un metodo analltlco/nu—

MeErico que aproxma la solumon de problemas de
control optlmo estocastlco Ssgu&endo formaimente un
enfoque de perturbac:[ones pequenas la polmca de

,,,,,

'prlmer termlno Corresponde al oontrol determlmsttco

de retroahme tac;lon y se obtlene numencamente El

2 Extracc:on ‘de una presa ‘en: funclon del almacenamlento
- inicial; B e .

| "’“:‘8

=1

2

4] ‘1"’ | Y : ‘I' 'i : i i 1 1 i "vl T
0o 2t At o og A0 12
) . .Almacenamiento inicial, X(0)..- .
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primer término no idénticamente nulo del residuo, que
representa los efectos de estocasticidad, se calcula
analfticamente. En teoria, el método es asintoticamen-
te exacto a medida que la matriz de covariancia del
error en el prondstico de las aportaciones aleatorias
tiende a cero. En la préactica, el criterio basico para
obtener buenos resultados es que el primer término
no idénticamente nulo del residuo domine los términos
de orden superior despreciados. Si ese es el caso,
la aproximacion puede dar excelentes resultados en
un vasto rango de valores para la variancia de las
aportaciones (o del error de sus prondsticos).

El control obtenido depende hasta de las terceras
derivadas de la funcion de costo y hasta de los se-
gundos momentos de la variancia de entrada. De
esta forma, el método propuesto yace entre los dos
enfoques cominmente utilizados. Es mas completo
que el control deterministico, el cual depende solo
de la media (o mejor prondstico) de las entradas fu-
turas, pero mucho mas eficiente que PDED, la cual
supuestamente toma en cuenta toda la distribucion
de probabilidad de !as entradas aleatorias. Debe
reconocerse, sin embargo, que PDED también es una
aproximacion, ya que en la practica es afectada por
el error de discretizacidon de las variables de entra-
da, estado y control. Este error, aunque no siempre
reconacido, puede ser bastante grande, a tal grado
gue, en algunas aplicaciones, puede ser mas grande

gue el error de truncado introducido al despreciar los.

términos de orden superior en el método propuesto.
Aln mas, la aplicacion de programacion dindmica a
problemas multidimensionales esta severamente limi-
tada por el crecimiento exponencial de las operacio-
nes aritméticas con el nimero de variables de estado,
entraday control. El método propuesto no es afectado
por errores de discretizacién vy, a diferencia de los pro-
cedimientos més eficientes usados en programacion
dinamica deterministica, no exhibe crecimiento expo-
nencial del costo computacional. En este sentido,
el algoritmo desarrollado parece ser Unico entre los
algoritmos de optimizacién estocastica explicita (o de
malla cerrada).

También es importante reconccer que las diferen-
cias entre los resultados de la aproximacion propuesta
y la solucidn exacta —si tal solucion puede obtenerse—
son parcialmente debidas a las derivadas de la fun-
cion de costo de orden superior a tres y a los momen-
tos estadisticos de las entradas de orden superior a
dos. Dadas las bien conocidas dificultades préacticas
para determinar esos detalles con exactitud aceptable,
las diferencias entre los dos métodos pueden ser me-
nos importantes de lo que a primera vista parecen. En
algunas aplicaciones, la parsimonia de la aproxima-

3. Comparacién de extracciones estocastica y deterministica
8
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Almacenamiento inicial, X(0)

cion de pequenas perturbaciones desarrollada puede
verse como una ventaja sobre el método exacto.

Estas ventajas del método elaborado, permiten al
autor sentirse optimista con respecto a la utilidad préc-
tica del mismo. Simultaneamente, se enfatiza que este
enfogue no es recomendado como un método general
de solucién de problemas de programacion dinamica
estocastica. Tal método no estd a la vista, de ia misma
forma que no existe un método considerado como el
mejor para resolver todos los problemas de optimi-
zacion o de ecuaciones diferenciales con valores en
la frontera. La solucion exitosa de problemas practi-
cos se basa en la seleccidn de la metodologia mas
apropiada para el problema especiffico y, cuando es
necesario, en la combinacion adecuada de diversas
técnicas disponibles.

Revisado: abril, 1993
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Dynamic Prograrnmrng Hydrauhc Engtneenng ln Mextco (/n Spanrsh) Vol VI/I Num 2-3 pages 39—52

‘May-Decemiber, 1993: :

A number of practrca/ hydro/ogrca/ prob/ems may be formulated using: Stochast/c Dynam/c Programmrng o
The optimization of multireservoir operating policies is one of them. -However, feasible solution methods do. « -.
- 'not exist except for finear-quadratic problems or for systems with few state variables. This article proposes an
. ana/ytrca//numer/cal method for the solution of optimal closed-loop stochastic control. The ogtimum solution
in given by the deterministic control plus a correction term which:considers the stochastic effects of second- -
order moments. It is assumed that this term is small in comparison with the deterministic control and a small-
" perturbation solution is obtained. This method may be used to arrive at suboptimal .solutions for problems -,
where classical stochastic programming is not applicable. Comparisons with conventional methods show
that the method offers near-optimal results even when the small-pérturbation hypothesis is only approximately
met. -An advantage to the proposed method is that it does not require to discretize the-state and control:

" variables, avoiding the curse of dimensionality.
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