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Calculo del perfil de flujo sobre

vertedores sin control

Nahun Hamed Garcia Villanuevat
Polioptro F. Martinez Austria

Instituto Mexicano de Tecnologia del Agua, CNA

Se presenta un esquema numérico para calcular el perfil de la supefficie libre del agua sobre
vertedores tipo cimacio. El esquema se basa en un modelo matemdtico obtenido a partir del
principio de conservacién de la cantidad de movimiento. En él se considera a la seccién
sobre la cresta como seccién de control y condicién inicial para calcular el perfil de flujo que
se desarrolla a lo largo de la obra de excedencias. Los resultados obtenidos se comparan
con datos experimentales reportadas por diversos centros de investigacion, encontrandose una
correlacion satisfactoria desde el punto de vista préactico.

El estudio del comportamiento del flujo en obras de
excedencias se ha desarrollado principalmente en
forma experimental, de manera que en la actualidad
se cuenta con una gran cantidad de informacion bi-
bliografica al respecto. No obstante, la investigacion,
comprension y representacion fisico-matematica del
fendmeno adn no estd concluida. Algunos de los
problemas bésicos para el estudio y representacion
analitica del comportamiento hidraulico de este tipo
de obras se deben a la gran curvalura y fuerie pen-
diente que éstas poseen, lo cual origina representa-
ciones fisico-matematicas muy complejas, que difi-
cultan su evaluacion y calculo numérico.

A la fecha, para el estudio del flujo sobre
cimacios se han propuesto y desarrollado métodos
gréficos (Leviy Aldama, 1979), tablas con parametros
adimensionales obtenidas experimentalmente (Ding y
Ling, 1974), asf como diversos métodos matematicos
basados en la teoria de flujo con potencial (Sotelo,
1974). lLa principal desventaja que presentan los
métodos basados en resultados experimentales es
su rango limitado de aplicacion, mientras que los
métodos graficos y los derivados de la teoria de
flujo con potencial son, por lo general, de aplicacion
complicada y laboriosa.

El método propuesto es facilmente programable
y proporciona resultados muy satisfactorios, al
compararlo con los datos experimentales. La

principal caracteristica del esquema que se presenta,
y que lo diferencia de otros, es el hecho de estar
basado en el principio de conservacion de la cantidad
de movimiento, expresada en su forma integral.

Ecuacion basica
Ecuacion general de conservacion

La ecuacion general de balance de la cantidad
de una propiedad intensiva ¢ (0 sea, que puede
asociarse a la masa de un sistema fluido), esta dada
por la siguiente expresion (Aparicio, 1988):

/uc div (pqE)dv +/v 5(rq) / Dlpqldv (1)

Donde Dipg] es el término de creacidon o
destruccion de la propiedad ¢ dentro del volumen de
control Ve. Para el caso en estudio se considera que
el flujo es permanente y que las velocidades en las
direcciones normal y paralela al ancho del cimacio en
toda seccién son nulas (véase ilustracion 1), por lo
que la ecuacion (1) se reduce a: -

/u ) Aea) / Dlpq]d @)
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Céiculo del perfil de filujo sobre vertedores sin control

1. Sistema de ejes coordenados
I W4

donde s es el eje coordenado curvilineo que coincide
con el perfil. del cimacio. Es importante notar que
u es ahora un escalar, cuya magnitud varia con
respecto al eje s, por lo que la relacién (2), para
ser integrada entre limites fijos de integracion (véase
ilustracion 1), se debe expresar como:

we rj+1
(pqu/ / drdw)s,,,—
wi rJ

wg pritl
—(pqu / / drdw),, =
wi Tj

3541 W ritt
= / Dlpq] / drdwds (3)
. 3 : wy Jrd

donde r y w son los ejes coordenados radial y
paralelo al ancho del cimacio en toda seccion.

Si, ademas, se toma en cuenta que el édrea
hidraulica es:

. we rj+1
A= / f drdw
w3 ri o
entonces, la ecuacion (3) se puede expresar como:

(pqud)s;,, — (pqud)s; =

r"'+1 wz 341
= [ [T [ Dienasauar @
rd w1 3¢

Esta relacién es la ecuacion integral de conser-
vacion de la propiedad ¢, para flujo permanente.

Ecuacion de cantidad de movimiento

Con base en la segunda ley de Newton, la cual indica
gue la fuerza instantanea (f) aplicada en un cuerpo
es igual al producto de la masa (rn) instantanea por la

aceleracion instantanea (a) del cuerpo, se tiene:

7=mE

Al multiplicar esta ecuaciéon por un incremento
diferencial de tiempo (dt) durante el cual actla f, se
obtiene: ' ’

fdt = made

Y tomando en cuenta que & = &dt, la ecuacion
anterior se reduce a: o

}?‘dt=mﬂ SRS (5)

Al miembro izquierdo de esta ecuacion se le
denomina impulso y al- derecho, cantidad de
movimiento, Conviene sefialar que esta ecuacion es
vectorial,y dado que ¢ fue definida como escalar,
resulta obligado estudiar por separado cada uno de
los componentes de la misma. Afortunadamente, en
este caso sblo interesa analizar el componente en la
direccién s; asf, dado que la propiedad que se desea
estudiar es la cantidad de movimiento, entonces la
cantidad de dicha propiedad por unidad de masa
sera: :

mu ) ‘
= = 6
g=-~-=u , (6)

De la sustitucién de (6) en (4), se obtiene
la ecuacion integral de cantidad ‘de movimiento
unidimensional para flujo permanente:

(PUZA)S - (PU-ZA)S.' =

$41

' pritl pws psign
= f / / D]pgldsdwdr 7
Tj w1 8¢
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Caleulo del perfil.de flujo sobre vertedores sin control

Términos de creacion o destruccién de la cantidad
de movimiento |

La creacibn o destruccion de la cantidad de
movimiento en un volumen de control se produce
a través de fuerzas externas a dicho volumen que
actian sobre el sistema fluido. En este caso se
considera, por simplificacion, que las Unicas fuerzas
que intervienen en el flujo son las debidas a la presién
y a los efectos de gravedad, o sea, las fuerzas de
CUerpo o peso.

Fuerzas de presion ~

Estan constituidas por la resultante de las fuerzas
netas de presion que actdan sobre el volumen de
control, proyectada sobre la direccidén en cuestion,
De donde se puede indicar ‘que la parte del término
de creacién o destruccién de cantidad de movimiento
correspondiente a las fuerzas de presion sera: -

% - ®)

lpal = -5

de lo cual resulta:

It awe pagiy
/ / / Dplpqldsdwdr =
i ry wy V8 )
IR ‘ o N ’ : L
- / ' / Py — Podwdr (9)
rd wy ; ’

Si ademés se supone gue la presion no presenta
variaciones en la direccion w, y se considera una
seccion transversal rectangular (véase ilustracion 2),
se obtiene:

Tj+1 we 8441
/ / / Dplpqldsdwdr =
ri wy Js;

rdt1 we i
- ‘/,- (Pass —Psl.)dr/ dw  (10)
r

wi

dado que el ancho del cimacio es:

. w2
b= / dw
wl

la relacién (10) se reduce a:

rj+1 we i1
/ / f Dplpqldsdwdr =
rd wy Jg;

2. Volumen de control para el cimacio

pit1
—b/_ (Psiyy — Ps)dr 4h))
rd ; :

Por otra parte, de acuerdo con Sotelo (1979), en un
punto ubicado sobre una linea de corriente, la presion
puede calcularse con la expresion;

p= 7{Zj+1 g4 2uld?[r? — (1717 } (12)

gl(r?)? — (r7+1)2]2
donde z es un eje coordenado vertical y d, el tirante
normal a la superficie del cimacio (véase ilustracion

2). En dicha ilustracion se observa que:

Zitl_z = (rj+1 — r)ecost

por lo que (12) se reescribe como:

) 2 zdz[rz - ('rj+1 273
P = ’7{(7‘”’1 —r)cosf + ;E(rj)z — (r-’f+1)2)]2]} (13)

Adoptando la notacién
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Célculo del perfil de flujo sobre vertedores sin control

se obtiene:

it

Fp=b'7/..
rd

2u2d'2 [r2 . (rj+1)2] }dr
gl(r)? — (ri+1)%)2

{(rj+1 — r)cosf +

(14)

Al integrar y ordenar se tiene:

J+1\2 i . 712
Fp= b"r{cosﬂ l:___(r ) S 5 (7'2) 1+
2u?d? 2, ii1\a
+g[(rf — ritL)(rd 4 pi+1)]2 [§(r7 y-

_ﬁ_’g + (,j+1)2rj] }

De la misma ilustracion, se obtiene que rit1 =
ri + d (lo cual se acepta por simplificacion) y, dado
que por continuidad » = Q/A, al sustituir y ordenar
en la ecuacion anterior, se obtiene:

2
Fb = l-lzdzcose -— 2@

-
5 gor s T3 (19

Al aplicar esta expresion a las secciones z € 7 + 1
(véase ilustracion 3), se tiene:

ri 1

FP:':b/,
A

2 L2, 16
gb(2r! +d,-)2( ¢ g4 10

b
Ps;dr = %d?casf),-—-

it b
Fpi+1 = bf Ps,-+1dr - Ed?+160805+1—

rJ

B 29Q*
95(2"3.,,1 + di+1)2

; 2
(rig, + F%i+1) (17)

de manera que al sustituir (16) y (17) en (11) se llega

a.
7'-7'+1 wWe 8541
/ / / Dplpgldsdwdr =
ri wy J;

3

= %b(d?cosﬂ,- - d?+1cos€g+1)+

L2092 { (g +3div)) (] + %de)] (18)
g L@y +dip)? (2] + )
que es la expresion resultante para cuantificar el
término de creacion de cantidad de movimiento por
efecto de las fuerzas de presién.
Fuerzas de peso
La creacidn de la cantidad de movimiento debida a-
la atraccién de la gravedad sobre la masa es, para el
caso unidimensional:

Dglpq] = pgs
donde gs es la componente del vector de aceleracion

gravitatoria en la direccién del flujo (véase ilustracion
4), por lo tanto, se tiene que:

Tj+1 wz 8541
/. / / Dylpqldsdwdr =
rl wy EN
rItY rwp paigg
= / / f pgsdsdwdr
rd wy Ja;

Si se considera como hipdtesis simplificatoria que
la componente de aceleracion de la gravedad en la

.direccién del flujo es constante y aceptando que el

fluido es incompresible, se obtiene:

Il pwp psigg
/ / / Dglpqldsdwdr =
Tj wy 8¢

L

3. Caleulo de las fuerzas de presion en el cimacio

yARA YA 1

ya yikal
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Célculo del perfil de flujo sobre vertedores sin control

7‘5+1 wz 841
— pge / / / dsdwdr (19)
rd Jwy Js;

al tomar en cuenta que

It prwg paggg
/ / / dsdwdr =V
r-'i uy 85

donde V es el volumen del espacio del fluido
considerado, la ecuacion (19) se reduce a:

rj+1 31-{-1 .
/_ f f Dglpqldsdwdr = pgs¥ (20)
rd

Por otra parte, dado que o es el angulo de
curvatura entre las secciones 7 a 1 + 1, de manera
aproximada se puede considerar (véase ilustra-
cién 4):

v = b2 [(rE ) - ()] (21)

donde
Al = (It 4 rith )2 (22)
rd, = (r] + 1] +1)/2 (23)

Si se considera

rj,,;*’l = rﬁ.n + dm (24)

siendo
dm = (d; +d;1)/2 (29)

4. Evaluacién de las fuerzas de peso

Al sustituir (24) en (21), se obtiene:

v = b%[zrg'ndm + dm?) (26)

Y al remplazar (23) y {25) en (26) se tiene:
= b“-[Z(r + T.+1)(di +diyy) + (d; + divn)?] (27)

Por otra parte, la componente del vector de
aceleracién gravitatoria es gs = gseng (véase
ilustracion 3), de donde, al sustituir esta expresion y
la (27) en (20) se llega finalmente a:

It rw, pain
/ / / Dglpqldsdwdr =
ri wy Jsg

byﬂ“—[ (r! + r,+1)(di +dip1)+
(d; + dir1)*]seng (28)
En esta ecuacion el angulo ¢ es en rigor diferente a
6; 66,1, sin embargo, los calculos se simplifican con
buenos resultados, aceptando que ¢ = 8;.
Fouacion resultante
En resumen, al sustituir (18) y (28) en (7), vy

omitiendo el superindice comun ¢, por simplificacion
de notacion, se obtiene:

1 1
b d:+1 d;
b
j——(d cosl; — d‘+1c030,+1)

2

(ri + 3dy)

+ - + by —L.
@r; + d;)z.] 8

2pQ* [("i—l—l + 2diyy)
b (2r,~+1 + d,’+1)?‘

[P + rig1)d; + dig1) + (di + digq)*send;  (29)

gue es la ecuacion resultante y propuesta para el

célculo del perfil de flujo en vertedores tipo cimacio.

Obsérvese que en ella se conocen, por lo general, los

datos siguientes:

o r;, riv1, 05, 0iy1 Y o; que se determinan a partir
de las caracteristicas geométricas del perfil del
cimacio.

e Elancho b que es un dato del proyecto.

e Los valores de p, vy g que son propiedades fisicas
conocidas.
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Calculo del perfil de flujo sobre vertedores sin control

e El gasto Q@ que depende del nivel de almacena-
miento en el vaso de la presa, o bien es un dato del
proyecto para disefiar la obra.

De lo anterior se concluye que en la ecuacion (29)
las incognitas -son los tirantes d; y d;,; por lo que
al conocer uno de ellos, se obtiene una ecuacién no
lineal con una sola incognita. Entonces, se puede
decir que si se conoce el tirante sobre la cresta di se
podria determinar un tirante aguas abajo de la misma
d;+1 con auxilio de la relacion (29), para continuar
posteriormente en forma analoga hasta alcanzar el
extremo final aguas abajo del cimacio.

- Seccién de control y condicidn inicial

En el parrafo anterior se ha indicado que para los
casos en que d; sea conocido es factible calcular
d;+1 con auxilio de la solucién de la ecuacién (29).
Sin embargo, este procedimiento de calculo requiere
conocer y cumplir los siguientes puntos:

e Ladeterminacion del tirante de partida d;.

e Para aplicar el calculo del perfil de flujo hacia
aguas abajo es requisito indispensable, debido
a la forma en que se transmiten fisicamente las
perturbaciones del flujo, que el régimen del flujo
en la regién de calculo sea supercritico.

Si se considera un volumen de control de longitud
infinitamente pequefia en la direccion s y si se
ubica dicho volumen exactamente sobre la cresta
del cimacio, donde no tiene pendiente, entonces se
puede aceptar que la componente de aceleracion de
la gravedad en la direccion del flujo ¢ es nula, ya que
é — 0y, por tanto, sen¢ = 0. De aqui resulta que
el término de creacion de la cantidad de movimiento
debido a la accion de la gravedad se anula, con lo
cual la ecuacion (29) se reduce a:

Q_z(_1_ - .l) =
P2 &
= ——(dzcow d,+10039:+1)+
20Q? [ (riy1 + 2ditq) (it %d')]
+ b [(21‘.'+1 + di+1)2 (21’,‘ + d'.)z (30)

Al ordenar afgebraicarnente y llamar fuerza de
equilibrio Fe a la relacion

20Q% (r+ %d)  pQ? |
b or+d? (31)

Fe = "g’aﬁ 086 —

La ecuacion (30), se puede escribir simplemente
en la forma:

Fe; = Fejq (32)

Por otra parte, si se acepta la hipdtesis de que
en una seccion ubicada exactamente sobre la cresta,
el agua fluye con la mihima fuerza de equilibrio,
entonces el tirante necesario para que esta situacion
se presente, se puede obtener con la ecuacién
resultante de derivar la expresion (31) con respecto
a d e igualarla con cero. Una vez realizado esto se
obtiene que:

4Q*

bd cosf — — 2
00~ Sgpior ¥ a2

+4c;92 (r+3d) @*
gb (2r +d)® gbd?

=0 (33)
Dado que en la cresta 8 = 0° se tendré:
cosl =1 (34)

y, por lo tanto, al sustituir en (33), se llega a:

i Q4@ 0+E) @
3gb@r + d)F | gb (2r+d)°  gbd2

=0 (35)

Realizando algunas simplificaciones algebraicas,
se obtiene:

QI[4(r +2d) 4 11
bd+ % [(Zr TdP  3@rrdP 27] =0 @9

Al despejar el gasto @ de esta ecuacion se tiené
que:

Q=+ gb%d

4(r+32d) @87)

'7 + 3(2r+d)=I + @r+d)®

Y, dado que un gasto negativo no tiene significado
fisico, se puede indicar que la ecuacion (36) implica
una relacién Gnica entre el gasto y el tirante sobre la
cresta, de donde se concluye que la seccién sobre
la cresta es una seccion de caontrol. Este resultado
es muy importante, ya que una vez conocido el gasto
Q y las caracteristicas geométricas de la cresta del
cimacio, o sed su radio r y el ancho b, la ecuacion
(36) se convierte en una ecuacion no lineal en d, cuya
solucién permite conocer el tirante sobre la cresta, es
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Célculo del perfil de flujo sobre vertedores sin control

decir, se sabe la condicion inicial d; requerida para
comenzar el calculo del perfil.

Tipo ce flujo

Es interesante observar que si en la ecuacion (36) se
considera r — oo (canal de pendiente constante), se
obtiene: '

= { X (37)

que es la ecuacion de régimen critico para el canal
rectangular.

También es facil demostrar que el tirante calculado
con la ecuacion (36), independientemente del valor
de r, cumple con la relacion

2
d< {‘/ % (38)

De aqui se concluye que, sobre la cresta, el
namero de Froude es mayor que la unidad vy, si se
acepta como valido este parametro para identificar el
tipo de flujo que ahif ocurre, entonces se tendra flujo
supercritico y, por lo tanto, hacia aguas abajo de
dicha zona, mientras no exista ahogamiento, el flujo
sera también supercritico, con lo que se satisface la
condicién de régimen indicada anteriormente.

Cualquier método que se utilice para calcular
el perfi de flujp en una obra de excedencias
de este tipo -ya sea basado en el principio de
conservacion de cantidad de movimiento o en el
de conservacién de la energia- debe partir de
una seccion de caracteristicas hidraulicas conocidas,
como condicion inicial, de la cual proceder al calculo
hacia aguas abajo. Para satisfacer este aspecto
resulta idéneo considerar como condicion inicial a la
seccién de control ubicada sobre la cresta, ya que
sus caracteristicas hidraulicas estan perfectamente
definidas. ‘

Célculo numérico

Con objeto de verificar la aplicabilidad practica del
modelo propuesto se desarrolld un programa de
cémputo en lenguaje Basic parar una computadora
personal (PC). Aqui se presentan en forma gréafica los
perfiles obtenidos experimentalmente y los calculados
con el programa, para diferentes cargas de trabajo,
en vertedores del tipo Scimemi (segiin el WES y
el USBR) y Creager adaptado a arcos circulares.
En las ilustraciones 5, 6 y 7 se muestran los

5. Perfil de flujo sobre cimacios (H/Hd=.5)

2

Modslo numérico ® US. Army Engineers WES

1.6

1.2 # Martinez AP (UNAM)

=

kS

K
EN

Posicién vertical adim. (Y/Hd)
£ o i

T T T T T T T T T 1
0 2 4 6 8 1 12 14 16 18 2

Longitud adim. {X/Hd)

resultados del modelo con linea continua y los de
diferentes autores (Chow, 1959; Lemos, 1981 y
Martinez, 1986) en forma discreta para vertedores
del tipo Scimemi y en la ilustracién 8 se pueden
apreciar los resultados del modelo en comparacién
con los obtenidos experimentalmente con un modelo
de vertedor Creager adaptado a arcos circulares
(Ojeda y Aguilar, 1988). En la ilustraciéon 9 se
muestra una comparacién gréfica entre los resultados
del calculo del tirante sobre la cresta con la
solucién de la ecuacion (36) [linea continua] y los
medidos experimentalmente en diversos institutos de -

6. Perfil de flujo sobre cimacios (H/Hd=1)

164 Modelo numérico 0 U.S. Army Engineers WES

121 O Martinez AP (UNAM)
A Lemos F. (Lishoa)

b ®

Posicién vertical adim.. (Y/Hd)

6 .8 1 12 14 186 18 2
Longitud adim. (X/Hd)
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7. Perfil de flujo sobre cimacios (H/Hd=.33)

Posicén vertical adim. (Y/Hd)
b kL

T —T T T T Lo T T
4 .6 .8 1 12 1.4 1.6 18

Longitud adim. (X/Hd)

o
]
o

8. Perdil de flujo sobre cimacios (H/Hd=.33)

16

Modelo numérico 4 Experimental HHd=.5

12 Modelo numérico A Experimental HHd=1
Modelo numérico O Experimental HMd=1.2

. (YHdadim.
= s 2 =

<
(S}
>

T T T T T T 1
8 1 1.2 14 186 18

(X/Hd) adim.

7

investigacion [puntos discretos], para los tipos de
vertedor ya indicados.

Conclusiones

La comparacién de los resultados numéricos con
los experimentales denota una correlacién bastante
aceptable, por lo que el modelo se puede considerar
apropiado para calcular los perfiles de flujo en
vertedores de obras de excedencias tipo cimacio vy,
en general, en los canales que presentan curvatura
con flujo supercritico, siempre y cuando las pérdidas
por friccién se puedan considerar despreciables.

Es importante resaltar la utilidad practica de la
flustracion 9, ya que una vez conocida la relacion
H/Hd, basta determinar d/Hd con auxilio de la
misma, para después despejar d y sustituir en la
expresion (37), con lo cual se conocera de manera
aproximada el gasto en el vertedor.

Por dltimo, el hecho de que el modelo fuera
obtenido a partir de la ecuacién de conservacion
de la cantidad de movimiento, permite una
representacion tedrica adecuada del fendmeno fisico
que se esta simulando.

9, Verificacion numérica

2

a Ojeda Ariosto (UM.S.N.H)
1 lemos (lisboa)

* Martinez {UNAM)

°U.S. Amy Engineers (EUA)

175

15

1.25

H/Hd

Nomenclatura

Ve Volumen de control, m?

q Propiedad intensiva

p Densidad (masa unitaria), kg-s2/m*

v Velocidad, m/s

v Volumen, m?

dv Diterencial de volumen, mo

s  Coordenada longitudinal, m

r Coordenadaradial, m

w Coordenada transversal, m

A Area hidraulica, m2 '

f Fuerzainstantanea, g

m Masa, kg-s?/m

@ Aceleracion, m/s?

t Tiempo, s

p Presion, kg/me

z  Elevacion medida desde un plano de referen-
cia, m :

z - Eje horizontal, m

Q@ Gasto, m¥/s

b - Ancho o longitud de cresta, m

# Angulo de inclinacién de la superficie del

cimacio, radianes
a Angulo de curvatura, radianes
d Tirante, medido normalmente al cimacio, m
Fp Fuerza de presion, kg
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v Peso especifico, kg/m?
g Aceleracién de la gravedad, m/s?
Y  Volumen del espacio del fluido, m?
rm Radio medio, m
dy  Tirante medio, m
¢ Angulo de accién de la componente del peso
en ladireccion del fiujo
Fe Fuerza de equilibrio, kg
P.H.C. Plano horizontal del comparacion
1+ Indice de posicion en la direccién s
7 Indice de posicién en la direccidn radial r
Hd Carga de disefio, m
H Carga de trabajo, m
W  Fuerza de peso, kg
Ws Componente de la fuerza de peso en la
direccion del fiujo, kg
Wn Componente de la fuerza de peso normal a la
direccién del flujo, kg
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